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VORWORT. 



Die Lehre von der Transformation der elliptischen Fimk- 
tionen, welche den rein analytischen Theil dieser Transcen- 
denten mit der Algebra und Zahlentheorie verknüpft/ ist 
in der neiiören Zeit der Ausgangspmikt vieler wichtigen 
algebraischen Untersuchungen geworden, deren weitere Aus- 
dehnung eine eingehendere Behandlung der Transformations- 
und Multiplicationslehre der elliptischen Transcendenten er- 
fordert, als ihr bis jetzt zu Theil geworden ist. Da sich nun 
dieser Gegenstand in den Lehrbüchern der elliptischen Funk- 
tionen, deren wir sonst sehr schätzenswerthe besitzen, 
entweder gar nicht oder nicht eingehend behandelt findet, 
ausserdem auch die in den Specialabhandlungen enthaltenen 
Untersuchungen sich klarer und einfacher durchführen, viele 
Resultate sich theils berichtigen, theils erweitem lassen, so 
habe ich es vorgezogen, statt die Behandlung einzelner Theile 
dieser Theorie zu veröffentlichen, die Lehre von der Trans- 
formation, der Multiplication und den Modular^ 
gleichungen im Zusammenhange nach Methoden zu bear- 
beiten, die ich bereits meinen Untersuchungen über die Trans- 
formation der AbeFschen Funktionen zu Grunde gelegt und 
als naturgemässe erkannt habe. 

Die Lehre von der Transformation bildet in der vor- 
liegenden Arbeit ein abgeschlossenes Ganze; die Multiplication 
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sowie die Theorie der Modulargleichungen sind bis zur Unter- 
suchung derjenigen IntegraLnoduhi geführt worden, welche 
eine complexe Multiplication zulassen; diese Untersuchung 
selbst jedoch wurde unberührt gelassen, da noch viele und 
bedeutende Schwierigkeiten in der Durchführung derselben zu 
überwinden sind. 

Die Elemente der Theorie der elliptischen Funktionen 
setze ich als bekannt voraus, stelle jedoch alle hier benutzten 
Bezeichnungen und Relationen in einem besonderen Para- 
graphen zusammen. 

Greifswald, im August 1868. 
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Erster Abschnitt. 

Das allgemeine Transformationsproblein. 



§ 1. Definition des allgemeinen Transformationsproblems. 



j 



Es ist ein eliiptisciies Integral von der Form 

'''* »' da) 

vorgelegt, worin: 

J (a:) = + j/{l — x^) (1 — c^ x^) 

und r eine rationale Funktion von x bedeutet; man soll dieses 
Integral auf die allgemeinste Weise in ein elliptisches Integral 
mit anderm Modul von der Form 

/ -^ (^1 ' ^i (^i)) ^^1 
verwandeln, worin 

^t (o^t) = ± /(l - a^,^) (1 - k^ x,^) 



Anmerkung. Ich will gleich am Anfange der vorliegenden Arbeit 
auf die wichtigsten Schriften, welche einzelne Theile aus der Lehre von 
der Transformation, Multiplication und den Modulargleichungen der 
elliptischen Funktionen betreffen, hinweisen, um nicht später bei allen 
einzelnen Resultaten die Autoren namhaft machen zu müssen : 

1) Abel, Oeuvres compUtes, XXV, pre'cis d'une the'orie des fonctions 
elliptiques. 

2) Jacobi, fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum. 

3) Sohnke, Journal für reine und angewandte Mathematik von Grelle, 
Band XVI. 

4) Hermite, Journal de math^matiques par Liouville 1853. 

5) Hermite, sur la re'solution de Te'quation du cinquieme degre'. 
Königsbcrg-cr, Transf. 1 
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und F eine rationale Funktion bezeichnet, oder auch in den 
Ausdruck : 

umformen, worin 

rationale Funktionen von x^ und ^j (a:,), 

constante Coefficienten , 

r/j , 02 , • • • • ö/t 

Parameter der elliptischen Integrale dritter Gattung bedeuten , und 
die elliptischen Integrale der drei Gattungen 

TT, TTq, 77 

durch die Gleichungen deßnirt sind: 



^0 (^1 ' ^) = / 






wahrend zwischen x und x^ ein algebraischer Zusammenhang 
stattfinden soll. 



§ 2. Heduction des algebraischen Transformationsproblems 

auf das rationale. 

Die Lösung des eben aufgestellten algebraischen Transfor- 
mationsproblems soll im Folgenden zunächst auf die Lösung der 
einfacheren Frage, welche nur die rationale Transformation zur 
Aufgabe bat, zurückgeführt werden. 

Wenn die Gleichung: 



'Ö 



/ 'Jl^) ^ j ^ ^■•'"' ' ^' ^•■'■'') ''-^^ ■ • 



(1) 
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durch die irreductible *) algebraische Gleichung zwisclien x, ^x, x^ 

f(x,J{x),x,') = (2) 

befriedigt werden soll, so ergeben sich durch Differentiation aus 
(1) und (2) die beiden nachfolgenden Relationen: 

'dx~ dr_ ^^^ 

und 

^ = ü iA\ 

dx J(x) .F{xi,J,{x,)) ^^^ 

also: 

- :S; = a^ = -^ (*" ^1 (^<)) • ^ (*) = '^ • • • (•''»)' 

Da nun 

F(x^,J, (x^)) 

als rationale Funktion von x^ und ^j (x^) stets in der folgenden 
Form darstellbar ist: 

F (o^i, J^ ix,)) = P [x,) + Q ix,) . ^, (x^), ' 

worin P und Q rationale Funktionen bedeuten, so ergiebt sich 
mit Hfdfe der Gleichung (5): 

^1 i^ii — Q ^^^^ . ^(^^ ^jr_ (j[x{) » • • • i^i 

dx 

welche Gleichung durch Quadrirung nach x^ rational gemacht, 
die Form haben mag: 

•ö" (o:, ^ {x), X,) = (7) 

Nun hat aber die als irreductibel vorausgesetzte Gleichung (2) 
mit der Gleichung (7) die eine Lösung x^ gemein, es werden 
daher auch sämmtliche ihrer Lösungen Wurzeln der Gleichung 
(7) sein; bestimmt man nunmehr zu jeder dieser Lösungen die 
Grösse /!l^ [x^ durch Gleichung (6) , so wird jede Wurzel von (2) 



*) Die Voraussetzung der Irreductibilität der Integralgleichung führt 
keine Beschränkung der Allgemeinheit herbei, da wir für alle reducti- 
blen algebraischen Gleichungen zwischen x, ^ (x), Xi nur den ihrer 
irreductiblen Faktoren zu betrachten brauchen , zu dessen Lösungen das 
betreffende Xi gehört und dessen Coefficienten rationale Funktionen von 
X und J (x) sind. 

1* 
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die Gleichung (5), und, da sie (3) genügt, auch (4) befriedigen, 
daher für x^ gesetzt, der Gleichung (1) Genüge leisten. 

Bezeichnet man jetzt die Lösungen der Gleichung (2) mit 
SO wird sich somit das folgende Gleichungssystem ergeben: 






oder durch Addition: 

'* J 51^ ^J{^ C^l' ^1 ("^lÖ ^^1 + ^ (^2. 4 (^2)) ^^2 H 

worin die Grössen J^ {x„t) durch die Gleichung (6) bestimmt sind. 

Denkt man sich nun auf der rechten Seite dieser Gleichung 
statt der Funktion F die oben aufgestellte nach aigebraisch-loga- 
rithmischen Theilen und elliptischen Integralen der drei Gattungen 
entwickelte Form gesetzt, so ist zuerst ersichtlich, dass die Summe 
der algebraischen Theile oder die Summe der u eine rationale 
Funktion von x und J {x) ist. Denn da jedes der u eine ratio- 
nale Funktion von x^ und J^ {x^), und sich ausserdem J^ (xm) 
für jedes der x,n nach Gleichung (6) rational durch Xm, x, A [x] 
ausdrücken lässt , so wird die Summe aller u eine rationale sym- 
metrische Funktion der Grössen: 

X^ , Xc^ , X^ , . . . . Xji 

sein, sich also mit Hülfe der Gleichung (2) rational durch x und 
A [x] ausdrücken lassen. Dasselbe gilt von der Summe der loga^- 

rithmischen Theile 

Ä^ log v^, 

welche sich in eben solche Grössen verwandeln lassen, deren 
Goefficienten Constanten und für welche die zu logarithmirenden 
Funktionen rational aus x und A [oc] zusammengesetzt sind. 

Was endlich die Summe der elliptischen Integrale der drei 
Gattungen betrifft, so wissen wir, dass sie sich abgesehen von 
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algebraisch - logarithmischen Theilen , welche offenbar wieder rar- 
tionale Funktionen von x und A [x) sein werden, durch ein In- 
tegral ersetzen lassen, für welches die obere Gränze sowohl als 
auch die in ihm vorkommende Quadratwurzel rational und sym- 
metrisch aus 

also auch rational und symmetrisch aus 

zusammengesetzt sind, und sich also auch wieder als rationale 
Funktionen von x und A {x) darstellen lassen. 

Wir erhalten somit für das n fache Multiplum des vorgelegten 
Integrales die Form: 

-f a TT (z, A:) + «0 7tQ (z, k) + a^ 11 {z, k, a^) \ (8) 
+ «2 il [z, A:, «2) -f • • . -f a^ 77 (z, Ar, a^) 
worin 

u\ V^\ t?2', Vq\ Z, A^ (z) 

rationale Funktionen von x und J {x), und 

Gonstanten sind, von denen die Goefficienten der elliptischen In- 
tegrale a, Oq, of|, ^2 ... ccf^ aus der oben angenommenen alge- 
braischen Transformation in die j^tzt daraus hergeleitete rationale 
Transformation unverändert übergegangen sind. 

Wenn sich also 



/r da) 



durch eine algebraische Transformation in ein anderes ellipti- 
sches Integral 

(a) / ^(^1» ^1 (^i))^^i 

verwandeln lässt, so muss sich auch ein gauzzahliges Multiplum 
des vorgelegten Integrales durch eine rationale Transformation 
in ein elliptisches Integral mit demselben Modul verwandeln lassen, 
welches, wenn es in seine algebraisch -logarithmischen Theile und 
in die elliptischen Normalintegrale der drei Gattungen aufgelöst 
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wird, nur in den aigebraisch-logarithmischen Ausdrücken von dem 
ersten Iransformirten Integrale (a) verschieden ist. 

Es lässt sich jedoch diese rationale Transformation auf eine 
noch einfachere Form zurückfuhren. Setzt man nämlich in Glei- 
chung (8) — A [x) statt 2^(a:)*), für welche Substitution 

u in V\ v„[ in F„/, z in z 

übergehen mögen, so erhält man: 

-"fjt]= ^'+ ^i' '"8 ^i'+ ^2' '"8 ^2'+ • • • + ^?' '°° ^«' I 

-{- uit [z\ A:) -f-0^0^0 (^'' ^)"f'^i ^(^'» ^» ^1) \ (9)- 
+ «2 71 (z', k, «2) H + <^iu ^ (^'' ^» ^n) 

Zerlegt man nun die in dieser Gleichung vorkommenden ra- 
tionalen Funktionen von x und J (x) durch die folgenden Glei- 
chungen in ihre nach x rationalen und irrationalen Theile: 

U =\i-\-\l A {x), V,n ='Om'+'^m ^(00), Z = i-\-^' J{x), 

^j {z)=l) + I)' A {x) 

[/' = U — Vi A (x), V„l = i)m — t)in' ^ [x] , Z = l — lA{x), 

A^ {z) =D — D'A [sc) , 
so wird in der Differenz der Gleichungen (8) und (9): 

u —V = 2u . A[x) 

^. log ^_,j = ^,. . log i,-,r^.-^-(^j 

= ^,;log(7^f+^.^(a:)), 

wenn Jf und iV rationale Funktionen von x bedeuten. 

Was ferner die Dififerenz der elliptischen Integrale angeht, 
so wird bekanntlich, wenn man ein beliebiges der drei Normal- 
integrale mit 1/; bezeichnet: 

'^{^) — '^ (-') = ^ (-1) + V, 

*) was erlaubt ist, da das Differential der Gleichung (8) 

P + C> . ^ W = 0, 
worin P und Q rationale Funktionen von x sind, die beiden Gleichungen: 

p=0 = 
also auch wieder 

P— Ö^(a?) = 
nach sich zieht. 
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worin 

oder* 

wenn f{x) eine rationale Funktion von x bedeutet, und -^i(-i), wie 
in ähnlicher Weise aus der bekannten Additionsformel 

r« 4- •'« -r 2 hi z2 -'2 -2 

^1 l^i) = i 77 

folgt, rational durch x ausdruckbar ist. Die Grösse v stellt wie- 
der eine rationale Funktion von x und ^ {x) oder den Loga- 
rithmus einer solchen rationalen Funktion dieser Grössen vor. 

Setzt man nun: 

so geht wieder nach bekannten Formehi des Additionstheoreins 
^ (-1) in 

über, worin w eine algebraisch - logarithmische Grösse bedeutet, 
während J^ [y) durch die Gleichung bestimmt ist: 

Hieraus folgt mit Benutzung der oben für z^ und ^^ (r, ) als 
Funktionen von x und J [x) gefundenen Formen: 

wenn 9 (.r) und % [x] rationale Funktionen von x bedeuten. 

Fassen wir das über die Differenz der entsprechenden Aus- 
drücke der Gleichungen (8) und (9) Gesagte zusammen, so ergiebt 
sich durch Subtraction dieser Gleichungen: 

-Jj^ = V-\-ci7t(y,k) -{- c(^^7t^ iy, Ä) + (Vj 77 (y, k, a^) 

+ ci2 n (y, /r, «2) + • * • + 0^/* ■'^ (y^ ^' fifi)f 
worin V eine algebraisch-logarithmische Funktion bedeutet, deren 
Glieder, wenn p und q rationale Funktionen von x bezeichnen, 
von der Form: 

p-i- q ^ {x) 
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sind, worin ferner die Constanten 

^ f ^Qf ^i> ^2* • • • ^H- 

die in der ursprünglichen algebraischen Transformationsgleichung 
vorkommenden Coefficienten der elliptischen Integrale bedeuten, 
und endlich die Grössen 

rationale Funktionen von x vorstellen. 

Wir sehen somit, dass, wenn sich das Integral 



/r dx 



durch eine algebraische Transformation auf ein elliptisches 
Integral mit einem andern Modul k zurückfuhren lässt, sich auch 
ein ganzzahliges Multiplum dieses Integrales durch eine ratio- 
nale Transformation, für welche ausserdem der Quotient der 
Irrationalitäten der beiden elliptischen Integrale sich rational durch 
X ausdrücken lässt, in ein elliptisches Integral mit demselben 
Modul k verwandeln lässt, das sich nur in seinen algebraisch- 
logarithmischen Theilen von dem ersten transformirten Integrale 
unterscheidet. 

§ 3. Die rationale Auflösung der Gleichung 

(1 — y2) (1 — ^2 ^^2) _ p2 (i_a:2) (1 -c2a;2). 

Nach der oben durchgeführten Reduction des algebraischen 
Transformationsproblems auf das rationale wird es somit nur auf 
die Lösung der folgenden Aufgabe ankommen: alle möglichen 
Fälle zu finden, in denen man bei gegebenem c der Gleichung 

genügen kann, wenn y und p rationale Funktionen von x, und k 
eine zu bestimmende Constante sein soll. 
Setzt man zur Lösung dieser Aufgabe 

U 

•worin ü und F ganze Funktionen von x bedeuten, die keinen 
gemeinsamen Theiler haben, so geht die Gleichung (10), wenn 
p dem Quotienten zweier ganzen Funktionen von x 

A 

B 
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gleichgesetzt wird, über in: 

Da nun -ö^ wie leicht zu sehen in .4^ T^ enthalten ist*-, so 
ergiebt sich, wenn 

gesetzt ^Ird, die Gleichung: 

( V^ — m i V^—k' U' = 1 — X'- a — c\r*) />- 
oder 

in welcher, da 

V—U, r+r, v—ku, v+ku 

zu je zweien relativ prini sind, die doppelten Faktoren von D in 
je einem Faktor der linken Seite enüialten sein müssen. Wenn 

aber die Grösse 

V+lü. 

in der iL eine Constante bedeutet, einen linearen Faktor 17t fach 
enthält, so sind 

r+A 17 und -^ , 

also auch * 

^ ' ^ (ix dx fix dx 

durch diesen linearen Faktor {m — l)fach theilbar, und daher 
ist /> ein Divisor von 

dx dx 

Aus 

U 

folgt ferner durch Differentiation: 

V -— — ü -^ 

, dx dx , 

^y = ^ • ^^^^ 

und nach (10): 

/(l-y2)(l-ÄV) = 4 /Ü^'^"') (1 -^^> 



*) weil 

(1 — x^) (1 — c« x^) 

keinen linearen Faktor in x doppelt enthält. 
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Erster Abschnitt. 


daher 












dy 




dx 
f^ A 
B 


dx 


• K(i 


-2/^)(l- 


• 


\ 


oder da 






V^ A 

B ~~ 


D 


ist und . 


V in 




^dV 
dx 


dx 


aufgeht. 


die Gleichung: 










dy 







dx 

y^l'-x^) (l-c«a;«) 



_ n ^ . . (12) 

worin q eine ganze Funktion von x bedeutet. 

Wir wollen nunmehr zeigen, dass sich diese ganze Funk- 
tion q auf eine Constante reducirt und unterscheiden, um dies 
zu beweisen, wenn wir den Grad der Funktion V mit m, den 
von U mit n bezeichnen, die drei Fälle: 

m ^ n, m <C, n, m = n. 

I. m ^ n. 

Bezeichnet r den Grad von i>, so ist nach Gleichung (11): 
4m = 4 -f- 2r oder r = 2m — 2, 
und daher wird der Grad 5 der Grosse q oder des Ausdruckes 

dx dx 

~D 

durch die Gleichung gegeben sein: 

s =^ m '\- n — 1 — r = n — m A^ \\ 

da aber n < m und q eine ganze Funktion von x sein soll, 

so muss 

s = n — m-|-l = () 

d. h. q eine Constante sein, und es wird zwischen dem Grade 
von U und V die Relation statlGnden 

m == « -|- 1. , 

II. n > m. 

In diesem Falle liefert die Gleichung (11) die Beziehung: 
4w = 4 -j- 2r oder r = 2u — 2 
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und der Grad von q ist somit bestimmt durch 

s = m -\- n — 1 — r = m — w-f-l, 

woraus wieder, da m < n, ersicbllich ist, dass die Funktion q 
eine Constante, und die Beziehung statthat: 

n = ;n -j- 1. 
III. m = n. 

Dann ist, wenn h eine positive ganze Zahl < m bezeichnet, 
die wir-vöUig unbestimmt lassen*): 

4m — Ä = 4 + 2r oder r = 2m — 2 — — 

und alsdann der Grad von q, wie man sich leicht durch etwas 
genauere Entwickelung des Ausdruckes 

du j, dV 

dx (ix 



überzeugt: 



s =^ 2m — h — 1 — r=l — 



also q, als ganze Funktion von x, wiederum eine Constante. 

Es ist somit gezeigt, dass wenn y eine rationale Funktion 
von X ist, so beschaffen, dass der Gleichung 

(1 — y^) (1 — A:2 y2) = p2 (^ _ ^,2) (i _ ^2 ^2) 

genügt wird, in der p eine rationale Funktion von x bedeutet^ 
eben diese rationale Funktion y auch stets die Differential- 
gleichung 

KcT— y«)(l-Ä2v2J K(l-^)(1 — c«a;2) ' 

befriedigt, in der a eine Constante ist. 

Umgekehrt wird aber auch jede rationale Transformation, 
welche der Differentialgleichung (13) genügt, eine Gleichung von 
der Form (10) erfüllen; denn, wenn für eine rationale Funktion 
y von X die Beziehung gilt: 

fite fl * Yix—x^Yix^'^x^) 

*) Ist Ä = 0, so ergiebt sich 

4ffj = 4 + 2/* oder r = 27/i — 2 
nnd 

s = 2?« — 2 — 7- = 0. 
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SO wird, da -^ wieder eine rationale Funktion von x ist, auch: 

(l_y2) (l_;t2y2) =p2 (l_a;2) (1 — C^X^) 

sein. 

Man hat sich somit nur auf die Aufsuchung aller rationalen 
Lösungen der Differentialgleichung 

dx a dy 

zu beschränken; wie man sodann, wenn alle diese Transforma- 
tionen gefunden sind, den vorgelegten Ausdruck 

r dx 



I 



auf ein elliptisches Integral mit dem Modul k^ reducirt, werden 
wir später, wenn wir die Transformation der elliptischen Inte- 
grale zweiter und dritter Gattung behandelt haben werden , näher 
angeben. 



Zweiter Abschnitt. 



§ 4. Zusammenstellung der für die nachfolgende Transfor- 
mationstheorie nothwendigen Beziehungen aus der Theorie 

der elliptischen Funktionen. 

Bevor ich auf die weitere Behandlung des Transformations- 
problems eingehe, will ich die nothwendigsten Formeln aus der 
Theorie der elliptischen Transcendenten , die in der folgenden 
Untersuchung zur Anwendung kommen/ kurz zusammenstellen: 

Setzt man: 

1 c 

^= r ^A. „,w. -7-7V ^+''^— A777-— .^—-^^ (1) 



/* ^ C+ iC = C — ^ 

K(l - 0?«) (1 — c2 a?*) ' ' J V'il — .t2) (1 — r-2 x\ 



und definirt mit Einführung des Moduls 



^=4 (2) 

die -ö-- Function folgendermassen: ' 

r= — CX)... + CX) 

SO wird diese, wenn p und q ganze Zahlen bedeuten, der Glei- 
chung genügen: 

& [v -\- p-\' qr,z) = e- ä' (Zf + «T) Ät Q, ^^^ ^j ^ , (4) 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung der Convergenz 
einer >&- Funktion ist die, dass der reelle Theil von 



eine wesentlich positive Grösse ist; jede unendliche Reihe, die 
unbedingt convergent ist und der Gleichung (4) genügt, ist nur 
durch einen constanten Faktor von der ^-F^nktion verschieden. 
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Bezeichnet man ferner*) 

ßsi2v^s'r)^i Q. ^^ _^ s r, t) mit -ö- [v; 5, t), 

worin 5 der Parameter der -ö^- Funktion genannt wird, so ergeben 
sich für diese -ö^- Funktion die drei charakteristischen Gleiciiungen : 

& [v; s -\- m) = d^ [v; s) | 

d' (v + m; S) = e2m7ti ^ (v . 5) I * ' ^^) 

& (v -{- nr; s) = e-wCai' + wT);?»^ (y. ^j j 

wenn m und n ganze Zahlen bedeuten. 

Werden ferner mit Einfuhrung der Bezeichnung 

^ (v, r)x = & (ts r)m^ »;i = -^ (^ + i ^x; ^ nx) . . (6) 
vier -ö-- Functionen 

durch das Schema bestimmt: 



so sind diese, wenn 





""X 




A = 


— 1 





X — 1 


— 1 


1 


A — 2 





1 


x—s. 









tTttt 



C 



(7). 



gesetzt wird, durch die folgenden Reihen darstellbar: 
%{y^x\ = \ — 25'Cos2v7r-|-2 ^'*cos4t;7r — 25'^cos6t;7C + ... 
/9•(^J,T)^ = 2^i^sin^?7r — 2^V4sin3t;7r4-2^^"'/4sin5v7C— . .. 
«9« (t?, t)2 = 2g i" cos 2? TT 4- 2 5^ ^/^ cos 3v7t-{-2q ^''/^ cos 5 ?.' tc -{- . . . 
/O- (?;j t)3 = 1 + 2$' cos 22; jr 4- S^''* cos 4r n -\- 2q^ cos 6^? tt -f- • . • 

Ihr Charakter als grade oder ungrade Funktionen wird durch 
die Gleichung 

^ (- V, t)x = (- 1)"A \ ^ [v, X)x .... (8) 

bestimmt. 

Für die Vermehrung der '9'- Argumente um ganze und halbe 
Perioden erhält man. wenn p und q beliebige ganze Zahlen, m^ 



*) Die'nachfolgenden Bezeichnungen rühren zum Theil von Weier 
strass ^er. 
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die Zahlen oder — 1, w^ die Zahlen oder 1 bedeuten, die 
Relationen : 

m,, n,, 

^[v + -^ + ir,T)x=^ 



(9) 



worin m^ und n^ durch die Congruenzen bestimmt sind: 

mv^mx -\- m^ (mod 2) w,. ^ Wi -j- «^ (mod 2), 

und diese Gleichungen liefern somit die folgende Transformations- 
labeile für die Vermehrung des v um ganze und halbe Perioden: 



Sutst. - 


»0 


*I 


'O'g 


^3 


Exponentialgrösse 




(-1)"»» 


(-l)"-^"*. 


(-1)""*. 


^3 


, — «(2r4-»r)7ri 





»3 


( D-^V, ( i)"'+V. 






2 

»+("+i)r 


(-1)".-«-, 


( i)"'+X 


(-1)""*3 


»i 


> -('^+i)(2*'4-(«4-})r)/r* 


1 


*2 


( irv. 


(-D^-^X 


(-1)".-^, 

> 



(10) 



Endlich füge ich noch die folgenden später zu benutzenden 
Additionsformeln der •»-Funktionen hinzu: 

*2 ^3 ^ (« + »)) ^ (« - »-lo = ■» («)l ^ («)o ■» (P)? ■» (P).-. 

+ ^ («)2 ^ («)3 ^ (»)o ■» Wl 
*0 ^2 ^ (« + «')2 ^ (m — f)o = ^ («)o ^ («)2 ^ ('')o ^ («')2 

— ■» («)l ^ («)3 ■» (^)l ^ {^)i ' 
*0 ^3 ^ (« + »)3 ^ (« — «')() = ^ («)o •* {«)3 ■* Wo ^ («')3 

— ^ («), .» («), ^ (i;), & (f)j ' 

V ^ (« + v)o &{u — v), = 9 («)„2 ^ («;)„* — O («),^ .* W,2 

V ^ (« + f), <> (« — v\ = ^(«)i2 ^ (e;)o* - ^ («)«' *(«'),' 

»»' ^ (« + f)2 ^ (« - «-.'i = ■» («)■>' ^ ('')o' — ^ («)3' ^Wi' 

V * («' + v)^ & [u -v), = & (m)^' » [vV -&{u],'&ivV. 

Ist nun die Gleichung: 



(11) 



.r 

J K(l — a:2) (1 ~r«a:2) 
ü 
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gegeben, so sind, wenn 



u 
25 = " 



^=S '^> = S • • • • • (13) 



gesetzt wird, die obere Gränze des Integrales, sowie die beiden 
Theile der unter dem Integral vorkommenden Irrationalität durch 
die Ausdrücke darstellbar: 

und die lutegralmoduln durch die NuUwerthe der <&- Funktionen 
folgendermassen bestimmt: 

Endlich sind noch die biquadratische Wurzel aus dem Integral- 
modul und die aus dessen complementärem Modul als eindeutige 
^^unklionen von t durch die Ausdrücke gegeben: 

yc-y2.yy (i + ^) (i 4. ^3) (i + ^5) .... 

= ^2 . |/ff {(1+^2) [l+q*) (1+ff«) ...y [l-q) [l-q^] (l-y-'') . . . 

j/-_ (i-g)(i-y)(i-g^)-- • • 

= {(1+!?*)(1+<?')(1+?'')---.} {{l-q)[l-q'){l-q')...Y. 

*) wenn 

c« + c,« = 1 
gesetzt wird. 



Dritter Abschnitt. 

Die nothwendigen Transformations- 

Bedingungen. 



§ 6. Aufsuchung der nothwendigen Transformationsbe- 
dingungen für den Fall, dass sieh y,}/! — y^ ^1 — k'^ y^ 
rational durch x^ ]/l — x^, }/\ — c^ x"^ ausdrucken lassen. 

Nachdem im ersten Abschnitte das allgemeine algebraische 
Transformationsproblem auf die Behandlung der rationalen Integrale 
der Differentialgleichung 

dx a dy .h . 

zurückgeführt worden, soll es nunmehr zuerst unsere Aufgabe 
sein, die nothwendigen Bedingungen für die Lösbarkeit des 
folgenden Problems aufzustellen: es ist das System von Differential- 
gleichungen : 

^ _ ^.. fci\ a dy 



,, = du (2), ^T=-^'^ ^du (3) 

vorgelegt, es sollen k und a auf die allgemeinste Weise so be- 
stimmt werden, dass die drei elliptischen Funktionen der Glei- 
chung (3) sich rational durch die der Gleichung (2) ausdrucken 
lassen. '*') 



•) Die Untersuchung des Falles, in dem nur y, also nur die eine 
elliptische Funktion des einen Integrales rational durch die entsprechende 
elliptische Funktion x des andern Integrales ausdrückbar ist, wird am 
Schiasse der Transformationstheorie durchgeführt werden. 
Königsberger, Transf. 2 
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Wenn 
rational durch 



n (|, ky cn (-^. ky dn {^, k^ 



sn (w, c), cn [u, c), dn (w, c) 

ausgedrückt werden sollen, so ist es nothwendig, dass bei einer 
Veränderung des u um die Perioden des Integrales der Gleichung 

(2) auch - sich um Summen von ganzen Vielfachen der Perioden 

des Integrales von (3) ändert, dass also, da die Perioden durch 
die Ausdrücke: 



c 



4C = 4 l\ , ^ _ , 4.iCr = 4 r, äa, 

1 



1 J 



4 A- = 4 T — ^^ 4.ir=4.r ^ 

J K(l - y^) (1 - k^y'j' J ^(1 - .y«) (1 - k'y' 



1 

gegeben sind, die Gleichungen statthaben: 



4C = 4«,)« A^ + 4«, «i/r 1 



4 

woraus, wenn man 

W i Ä" 

setzt, folgt: 



(4) 



C - ' K = ^ 



r = ^li^iM oder T = *» - "«;. ■ . . (5). 

Definirt man ferner die Argumente v und ?/ durch die 
Gleichungen : 

u = 2Cv, -=2Kv\ (6) 

SO ergiebt sich: 

^ C 

oder nach (4): 



V = „n-v. 



nv 



^' = K + «i^V^ = ^,:r;;r,> • • • • (7) 

wenn man 

a^^b^ — a^b,^ = n (8) 
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setzt, worin n, wie sich später zeigen wird, eine für die Trans- 
formation charakteristische Zahl hedeutet. 

§ 6. Zurückführung auf den Fall der Transformation, 
in welchem dem x = auch y = entspricht. 

Wir wollen nunmehr zeigen, dass wir uns nur mit den Fällen 
der rationalen Transformation zu beschäftigen brauchen, für welche 
dem X = der Werth y = zugehört, indem aus einer jeden 
solchen Transformation unmittelbar eine andere hergeleitet werden 
kann, welche denselben Periodenrelationen genügt, und für welche 
dem x = ein beliebig gegebener Werth des «/, der mit ^ be- 
zeichnet werden mag, entspricht, und umgekehrt. 

Hat man nämlich die Gleichung 



x 



r , Ä"" =,„ r ^y 

u u 

welche irgend eine zu (4) gehörige Periodengleichung erfüllt, in 
der Weise befriedig!,*) dass sich die drei elliptischen Funktionen 
in y rational durch die in x ausdrücken lassen, so wird man 
nur der Gleichung 

y . y 

dy 






^(1 - 2/«) (1 - k^ f) 

ü ri 

zu genügen brauchen, um das vorgelegte Integral in x durch 
eine rationale Transformation in ein elliptisches Integral erster 
Gattung in y mit demselben Integralmodul k und demselben MuU 
tiplicator a 7a\ verwandeln, für welches dem ,t == der Werth 
y = K] entspricht. Denn werden die Seiten dieser Gleichung mit 
w bezeichnet, so ergiebt sich: 

y = sn {fv, k) y = sn (rv -^ £ f k)f 
wenn 



j 





dri 



Vit — 7f) (1 — Ar« ri") 



gesetzt wird, und da nach dem Additionstheorem: 



♦) Es wird später gezeigt werden, dass dies für ein positives ganzes 
n stets möglich ist. 

2* 
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/ , , V sn (w, k) cn (f, k) chi (sk) + sn (s. k) cn (w, k) dn (w. k) 

^ ' ' 1 — k^STr{wyk)sn^{s,k) 

und 

sn (f, k) =7] 
ist, so erhält man 

1 — k^y^TJ^ 

und ähnliche Ausdrücke für 

so dass, da der Voraussetzung nach 

sich als rationale Funktionen von 






dy 



darstellen lassen, auch der Gleichung 

x y 

J K(i-a?«)(i-1^~~''J y{i~f)ii-k^y^} 

tj 

in der Weise genügt werden kann, dass die drei zur rechten 
Seite dieser Gleichung gehörigen elliptischen Funktionen als ratio- 
nale Funktionen der durch die linke Seile derselben definirlen 
dargestellt werden können, wobei dem Werthe x = der Werth 
y = 71 entspricht; ebenso folgt umgekehrt, dass jeder rationalen 
Transformation zwischen«/ und ar auch eine rationale Transformation 
zwischen y' und x entspricht, in der .r = 0, y' = zusammen- 
gehörige Werthe sind. 

Lässt sich somit nachweisen, dass jedem Systeme der Zahlen 

«0» ^1» ^0» ^1» 

für welches n eine positive ganze Zahl ist, auch wirklich eine 
rationale Transformation entspricht, für welche die unteren Gränzen 
der in einander zu transformirenden Integrale Null sind, so wird 
sich nach der oben gemachten Auseinandersetzung auch das vor- 
gelegte Integral stets in ein Integral mit demselben trans- 
formirten Integralmodui und demselben Multiplicator verwandeln 
lassen, für welches der unteren Gränze des gegebenen Inte- 
grales eine beliebige untere Gränze des transformirten Integrales 
entspricht. 
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§ 7. Bedingungsgleiohungen für die transformirte 

& - Funktion. 

Nachdem die für die rationale Transforniaüon nolhwendigeii 
Bedingungsgieichungeii gefunden und die Untersuchung auf den 
Fall beschränkt worden, in dem x = y = entsprechende 
Werthe sind, wird es unsere Aufgabe sein, nachzuweisen, dass 
jene Bedingungen auch die hinreichenden, und zwar dass sich 
das Produkt einer in v quadratischen Exponentialgrösse in 
die -^-Funktion mit dem Argumente v und dem Modul r, die 
wir das transformirte '9' nennen, ganz und homogen durch die 
0- Funktionen des vorgelegten Integrales mit dem Argumente v 
und dem Modul r ausdrücken lässt, welche Untersuchung den 
Gegenstand der nächsten Abschnitte bilden wird. Ich will an 
dieser Stelle zwei für das transformirte d' charakteristische Be- 
dingungsgleichungen aufstellen, die wir der späteren Untersuchung 
zu Grunde legen. 

Setzen wir nämlich mit Herrn ite: 

n (v)x = e ^ " ' ' ^ ' ^ (v,r)x, . . . (1) 

so erfüllt diese JI- P^unktion, wie man leicht mit Hülfe der im 
§ 4 angegebenen Hülfsformeln findet*), die beiden folgenden Glei- 
chungen : 

n{v+ l)x = (- lfon, + a,m,+aoa, ^ ^^^^ 

n{v+ r), = (- if' ^^+^-^+^o6, ^^nin(2v+r) ^ ^^^^ 

oder 

n(v-\- i)x = (- 1)'" n (v), \ 



TT / I \ / 1\^ 7lin{2v-{-T) TT / \ (' 

n(v + r)x=(—ir e ^ n (v)x } 



(^) 



wenn 

m = «0 ^^ + "i ^^ + ^0 ^1 1 /qn 

gesetzt wird. 



*) da, wenn v um 1 zunimmt, das Argument v um 

flo + «1 T^'t 

und wenn v um z wächst, v um 

(«0 + «lO^ = ^0 + ^1^' 

vermehrt wird. 
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§ 8. Die Transformationszahl n muss eine ganze 

positive sein. 

Für die Zahl n, von der wir nach der Gleichung: 

«q6j — ^1^0 ^^^ ^ 
nur wissen, dass sie eine ganze Zahl ist, lässl sich aus der Be- 
dingung für die Convergenz der transforniirten '9'-F'unktion un- 
niillelbar erkennen, dass sie eine positive ganze Zahl sein njuss. 
Da nämlich nach Gleichung (5) des § 5 



^' — »0 t — «ü ^ 



t «1 T — ^1 

oder wenn 
gesetzt wird: 

i (oit — bi) -\- aitii (öj/ — ^i)^ -f- «i^^i^ 

SO wird das Zeichen des reellen Theiles von — von dem Aus- 
drucke abhängen: 

— a^t^ («1 / — 6i) + a^ t^ [a^^l — 6„) = /^ [a^^b^ — «, b^) = w/,. 

Da nun aber die nothwendige und hinreicliende Bedingung der 
Convergenz der transforniirten -ö-- Funktion nach §4 die ist, dass 

der reelle Theil von — wesentlich positiv ist, und i^ als reeller 

Theil derselben Grösse für die -ö-- Funktion des vorgelegten Inte- 
grales eine wesentlich positive Grösse bedeutet, so verlangt die 
Convergenz der transformirten ^-Fnnklion, dass n eine positive 
ganze Zahl ist. 



./ 



Vierter Abschnitt. 

Die lineare Transformation. 



§ 9. Die Fundamentalgleichungen für die lineare 

Transformation, 

Nach der durch den Ausdruck 

«0 ^1 — «1 K 
deünirtei) Zahl n soll von nun an die zugehörige Trausforniation, 
(leren Existenz später nachgewiesen wird, eine Transformation 
vom wten Grade genannt werden, und wir wollen zuerst, da wir 
die jetzt herzuleitenden Resultate für die allgemeine Transformations- 
theorie brauchen, den einfachsten Fall, in dem n = 1 ist, also 
die Transformation ersten Grades oder die lineare Transformation 
behandeln. 

Für n= 1 gehen die Relationen zwischen den -O-- Moduln 
und Argumenten nach § 5 über in: 

r = — ^1 >, t = — • • • (1) 

^' = f, la,z "" (^''^ + ^'» r) V, , . . . (2) 
während a^^ «j, \y b^ der Gleichung genügen: 

Ferner gelten für die durch die Gleichung 

17 W^l = /^ (^« + ^^ "') ''^ "' ^ (e;', r'), ... (4) 
definirte i7- Funktion die Beziehungen: 

n{v-\- ik = (- 1)'" n {v)x . 
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wenn 

tn = «0 W^ + «1 m;i + «0 «1 1 . . . . /gN 

^ = b^ nx -j- b^ mi -\- b^ 6, / 

gesetzt wird, woraus unmittelbar erhellt, dass sich die JT-Funktion, 
die als transformirtes '9* sich in eine stets convergirende Reihe 
entwickeln lässt, nur durch einen constanten Faktor von einer 
>&- Funktion mit dem Argumente v und dem Modul r unterscheidet, 
deren Index k^ durch die Cougruenzen 

mxx ^ q (mod. 2) nxi ^ m (mod. 2) 
bestimmt ist. 

Wir erhalten somit die folgende für die lineare Transformation 
geltende Fundamentalgleichung: 

n(v)x = c .&{v,t)n 

oder 

e'"('"'+"'^')''"'*^(.'.r'), = C.e(..T),„ . . (7) 

wenn mx^, «xi durch die Congruenzen definirt sind: 

mx,^b,nx + b,mx + b,b,^ 
nxi = ÜQ nx + a^mx-i- aQa^i ' 

Was die Bestimmung der Constanten C betrifft, so ist es für die 
Lösung des algebraischen Transformationsproblems nicht erfor- 
derlich, ihren Werth als Funktion des gegebenen -O"- Moduls und 
der Transformationszahlen zu entwickeln; da sie jedoch in der 
Theorie der unendlich vielen verschiedenen Formen der -^-Funktion 
eine wichtige Rolle spielt, so will ich an dieser Stelle ihren 
Werth in der zuerst von Her mite*) aufgestellten Form angeben: 

ü 
wenn: 

d = e 

gesetzt wird, worin auch dem Ausdrucke: 



die folgende Form gegeben werden kann: 

I. für grade a^ = 2^ß, worin ß ungrade ist 



^) Journal de matheraatiques par Liouville 1853. 
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1) wenn et grade 

2) wenn a ungrade 



- ■-±il-li^ ,- 1, • (-^) 



. ;-) 



./^ 



IL für ungrade a^, 
wenn zwei ganze Zahlen m und n durch die Gleichung 



a 



bestimmt werden. 







rntti 



8n 



min / gl — l y 

"^ / « \ \ 2 ; /- 



worin ( — ^ ), ( A j die bekannten Zeichen aus der Theorie der 
quadratischen Reste bedeuten. 

§ 10. Beduotion der linearen Transformation auf sechs 
Normalfälle und deren Behandlung. 

Es ist aus den Gleichungen (8) ersichtlich, dass für zwei 
Systeme von Werthen der Transformationszahlen a^, «j, b^, b^, 
welche nach dem Modul 2 einander congruent sind, demselben 
Index X der transformirten '&- Funktion auch wieder derselbe Index 
X| des ursprunglichen «d* entspricht, dass somit die aus diesen ^' 
Relationen sich ergebenden algebraischen Transformationen der 
Integrale wesentlich dieselben sein werden. Wir wollen daher 
die gesammte Zahl der linearen Transformationen in 6 Klassen 
theiien, je nachdem die Transformationszahlen üq, a^, b^, b^, 
welche der Gleichung 

genügen, grade oder ungrade Zahlen sind, und die nach der fol- 
genden Tabelle: 



1. 


1 








1 


II. 





1 


1 




1 


III. 


1 


1 





IV. 


1 


1 


1 





V. 


1 





1 


l 


VI. 





1 


1 


1 1 



(mod. 2) 
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geordneten Transfonnalionsrälle einzeln behandeln. Es soil jedoch 
nur einer dieser 6 Fälle der linearen Transformation an dieser 
Stelle durchgeführt werden, um zu zeigen, wie die Gleichungen 
unter den '9* -Funktionen zu entwickeln und der Uebergang zu 
den algebraischen Relationen zwischen den oberen Gränzen der 
Integrale sowie zu den Integralmoduln zu bewerkstelligen sei; 
ich gebe sodann eine vollständige Zusammenstellung all' der für 
die übrigen Fälle nach derselben Methode hergeleiteten Resultate. 

I. ttf^?^ 1, «j ^ 0, b^)^0, öl ^ 1 (mod. 2). 

Setzt man in Gleichung (8) 

so ergiebt sich 

mx\ = WAi = 0, 

und man erhält somit die folgende TransformationsgleicHung: 

(«) . . /■'("«+"' "'^"•'''.0(.'.t')3 = C.0(«,t).,. 
worin nach den Gleichungen (1) und (2) 

Macht njan in dieser Gleichuniif für v die Substitution 



V 



wofür v' den Werth 



1 
TT» 



/ o„ — 1 a^ , , 

V 2 -2 r -i 

annimmt, so folgt aus der im zweiten Abschnille aufgestellten 
Transformationstabelle der 0^- Funktionen für die Substitution von 
halben Perioden: 

( — 1) . e "^ ,e ^ [v,r\^ = C,&{v,t\^ 

oder wenn man die Relationen zwischen t' und r, v und v 
benutzt: 

welche Gleichung, da für eio ungrades a„ und ein grades a^ die 
Beziehung bestebt: 

— — ß j 

in die folgende: 

iß) . ,'"(''o+«,^V.''' Q (,'^ ,')^ _ fr^ C.& {., r)„ 
übergeht. 
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Wendet man in ähnlicher Weise auf Gleichung (a) für v der 
Reihe nach die Substilulionen 

^ + I» ^ - i + Y 
an, so erhält man: 

Aus der Division der Gleichungen (y) und (cc) , sowie {ß) und 
(a) ergeben sich für die Nullwerthe der Argumente v und v die 
Beziehungen : 











inaobo 

4 &2 












•9'o 
^'3"" 


ITT «0^1 
_ 4 «•„ 






oder 


mit 


Benutzung 


der Gleichungen (13) des 


§ 


4: 








j/k — 









Durch Division der Gleichungen [8] und [ß] erhält man ferner : 

^ {v\ '^')\ ,^ ^— T (^«*» + ^^0 — 2) ^ {vy z)x 

^(y', t)o -9" (w,t)o* 

ebenso aus (y) und {ß) und aus («) und {ß)\ 

^ {v\ 't\ ^^ ^— -f («ü''o + öofli) ^Jv^J^ 

^ (t^ ) ^ Js _^ ^— —4— :?iK_i)3 

# (ü', t')o ^ (v, t)o 

oder mit Benutzung der Gleichungen (12) des § 4: 

Für den einfachsten zu dieser Klasse gehörigen Fall: 
«0 = 1, «1 = 0, Öq == 0, b^ = 1 
lauten somit die Transformationsformeln: 



y = a;, ^1 — y^ = y\ — x\ j/i — k'^ f = j/i — c"^ x\ 
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liefern also dann nur die Transformation auf ein identisches 
Integral. 

Ich füge nunmehr die in derselben Weise hergeleiteten Re- 
sultate der übrigen 5 Fälle hinzu: 

II. a^^O, a^^ 1, Öq^I, b^^0 (mod. 2). 

^in («0 + «t 1^') «i «^ ^ (^'^ ^')^ _ ;-^ .C.^iv, r)3 

^,> («0 + «1 r') «t v^ ^ ^^.^ ^.^^ = C.^{v, r\ 

woraus sich: 



»TT 



t/Ä^ = e"" T (''o "i + «0 *o + fl^i *i — 2flo *i) ^ -/ 

ergiebt. 

Für den einfachsten Fall, in dem 

ö„ = 0, «1 = — 1, 6o = l, 6i=0 



ist, erhält man: 



y = 



c 



T 




1 


V 
T 


— r . V 






^* = 


^yc, 


. A- 


j/c. 






xi 




Kl 

yi- 


i 1 






yi- 


x^' 


Kl 

^2 >«.2 


^«" 




yi- 


- k' y' 




^ 






dx 




= dM 





oder wenn 

gesetzt wird: 
sn{iu,c^) = itn{utC)jCn{iu,c^) = sc(w, c),c?w(it/, Cj) = — r^~i* 



III. «j^l, «j^l, 6q^0, 6, ^ 1 (mod. 2). 

^.•« («„ + ß. x') «. »' ^ ^^>^ ^,j^ _ ß- ^° . C . O (», r), 

e'" ^'^ + "' ^'^ "' "' O (/. r )o = e '"^ . C . ^ [v, r), 
^.-^ («0 + "i T) i. »' ^ (^'^ ^')^ = C . .» («, r)3 



Die lineare Transformation. 29 

woraus: 

fk=.e~^ ^. ^ = eT (". + *o) «« ^-j. . 

. Für den einfachsten Fall, in dem 

aQ = l, a, = l, hQ = 0, 61 = 1 



ergiebt sich: 



y = c X, }/l — y^ = j/l — c^x^, 
j/l — k'^y^ = }/l — x' 



oder auch: 



sn 



lcu, — \ = c. sn (w, c), cn l cu, — \==dn {u, c), dn(cu,~\ = cn {u, c). 



IV. «(, ^ 1 , aj ^ 1 , 6q ^ 1 , 6j ^ (mod. 2). 

X n{a,^a,r) «. „' ^ ^^,^ ^,j^ _ ^- -4- ^ . ^ (^, ,)^ 

^. , K + «, X) «, .« ^ („', r')« = e^^ C.&{v. r)3 

/■«('"' + '""')''"'' ^ (.'. x'), = C . ^ (., r), 



,.•« («„+«./) «,«» ^ ^^,^ ^,^^ _ - ■-£ K«„-«.«,+2«„-2) p ^ ^^^ ^^^^ 



woraus: 



Für den einfachsten Fall, in welchem 

«0 == 1 , «1 = — 1 , ^0 = 1» ^1=0, 

X = , V = — = (1 — T ) v, 



T-- 1 
T 

erhält man : 



^k=::yT^, ,/^=-i. 



y = — ^^.-^.^, Kl — y* = 



^1 — c'ä;« Kl — 



c*a7* 



Kr^ 



c^ic' 
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oder 



(ict\ . Sfi (tu, c) ( icx\ 1 
CH, — ^ ) = — cx - 7—7; (, cn ( cxiy — - I = -r-T' X» 
c / ♦ dni^UyC) \ c j an{iUyC) 

y ^ c J dn {iUf c) 

V. ÖQ ^ 1, ö, ^ 0. ö(, ^ 1, 6i ^ 1 (mod. 2). 

e' "" ("« + ""' "'^ ""' "' ^ (t;', r')„ = /^ C . ^ (v. r), 
J n (a, + a, r') a, v^ ^ ^^, ^ ^.^^ ^ ^-'-^ c . ^ (v, r), 



woraus: 



_ tnopOp / 



« * 



1 



Pur den einfachsten Fall, in dem 

f/„ = 1 , ö, = 0, ft^ == 1 , ft, = 1, 

r' = r — 1 , V = V, 
ergiebt sich: 



Fl 



o*a?* 



oder 



/ c \ sn (u. c) / c \ cn (u , 

y ' *fij ^ dn{u,c) y ' '^1/ dn{u. 



dn (c,u, ^— ) = ~- r 

y ' tCi J dn (u, c) 



VI. «0 = 0, «1 = 1, &o = 1 ' ^1 = 1 (»i^od. 2) 

t/r 



,• » («„ + n, t) a, »» ^ ^^,^ ^,^_^ _ g-4° ' c . ^ (j,, »)„ 
^in («„+«,0 «,»« ^^^,^ x\=e-'T («»*'-+«• ''.-ä"»*.) c_ ^ („^ ^)^ 

.'■ » ("» + "« ^'> "' "' ^ [v', x'), = C . (t>. t)3 

«'■" ("« + "' ^'> "' "* % (v', t'), 

__ g— X ("» *» + "1 *i — "0 "1 — 2a« — 2A„ + 4) ^ ^ , , 
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woraus 

Für den einfachsten Fall, in dem 

«,, = 0, «j == 1 , b^^^= — 1 , b^ = 1, 



V f 

V = ^ = X . V, 



1 - T * 1 — T 



ergiebt sich: 






, Vi -7 = 



— - » 



oder 



5W 



(1 \ . sn (u, c) / . 1 \ d?i (u , c) 

' r, / * cn {11, c) \ ' r, / c« («, r) 

y ' ' r, y cn (m, c) 



Es ist aus den obigen Resultaten unmittelbar zu ersehen, 
dass die 6 Normaltransformalionen ersten Grades sich sämmtlich 
durch successive Anwendung der zweiten und dritten dieser 
Transformationen herleiten lassen oder durch Anwendung der 
Transformalionen, welche den Integralmodul in den complemen- 
taren und reciproken verwandeln. Daher sind die Fälle II. und III. 
die fundamentalen für die Transformation erster Ordnung. 

§ 11, Werthbestimmung von j/k für die lineare Trans- 
formation. 

Nachdem aus den oben aufgestellten Transformationsformeln 
unmittelbar die Werthe von "/k für* sämmtliche Transformationen 
ersten Grades abgeleitet worden, wird es sich darum handeln, 
dieselbe Aufgabe für die als eindeutige Funktionen von / durch 
die Ausdrücke: 

^A:, _ ^ (r ) -y^ -^,j^^ ^^^ (T+ /')T:: 

deßnirten Grössen ^k und j/k^ zu lösen. 
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Wir wollen zuerst die Werthe von j/k und jZ/r^ für die in 
der oben (§ 10) aufgestellten linearen Transformationstabelle mit 
11. und V. bezeichneten Fälle bestimmen und alsdann die analogen 
Resultate für all' die andern Fälle aus diesen beiden Werthen her- 
leiten. 

Für den letzten dieser beiden Fälle (und zwar in der ein- 
fachsten Form) ist nach den Formeln des § 10: 



und daher: 

wobei es nur auf die Bestimmung des Vorzeichens ankommen 
wird. Zu dem Ende lassen wir, da diese Gleichungen für jedes r 
stattfinden müssen, c unendlich klein werden, in welchem Falle 

C=lim / , ^" = -^, 



c 



hm / - — 

: = 0j y{i-X^){V 



i C = 



oder vermöge der Substitution 



X 



Kl — Cj« x^ 





wird, also 



q^ e c 
sich der Null unendlich nähert. 

Da nun 

t' = T — 1, 
also 

/ nix' — n i 

q = e = e , q, 

so wird auch q' verschwinden, und es werden sich somit in die- 
sem Falle, wie aus dem oben angegebenen unendlichen Produkt- 
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ausdrucke hervorgeht, i/; {r) sowohl als auch t^ (t) der positiven 
Einheit nähern; wir erhalten daher die Relation: 

1 



t^ (r — 1) = 



Ferner ergiebt sich: 



^(t) 



lim q> {r — 1) = ]/¥. e ^ Aim q^, 
daher : 

9^ ^^ i; — ^ ^ (^j , 

und man erhält somit die beiden Beziehungen: 

Für den Fall II der linearen Transformationstabelle des § 10 
gellen nach den dort aufgestellten Beziehungen die Gleichungen: 

9 (-7) = ± t W, if (-v) = ±9'W- 

Lässt man nunmehr wieder den Modul c sich der Null unendlich 
nähern, wodurch 

lim ^ == lim e ^ = 

lim q = lim ^ c =1 
wird, so liefern die Produktausdrücke die Gleichungen: 

lim 



^«'"9>(-v) 



ttC 



lim 1/; (r) = 1, 
und da nach bekannten Formeln '^) : 

{(1 + ?'*) (1 + 9'*) (1 + ?'«) ....} =;;^^r . 

♦) Jacobi , fundamenta etc. § 36 Gl. (4) und (5). 

Künig'sberg'er, Trans f. 3 



34 Vierter Abschnitt. 

-also: 

1(1 + q) (1 + q') (1 + g'^)..../ 8 . ^7y/ 

ist, und wegen 

die Grösse yic für verschwindende c die Einheit zur Gränze hat, 
so erhält man: 

, f (i + y^)(i + y^^)(i + y^^)..a _ _L 

"'^ 1(1 + q) (1 + q') (1 + q') -4,-=i ~ }2 ' 

und es nähern sich daher 

<p {— ^\ und t^ (t) 

der positiven Einheit. Es besteht somit für jedes t die Relation : 
woraus, wenn für t gesetzt wird : 

T 

1/; / — — j = 9> (t) 

hervorgeht. 

Aus den eben gefundenen vier Relationen: 

leitet man nunmehr, wenn 

ffQ, «1, ^0' ^1 

vier Zahlen bedeuten, welche der Gleichung 

genügen, durch unmittelbare Zusammensetzung die folgenden nach 
der linearen Transformationstabelle des § 10 geordneten Be- 
ziehungen ab: 

I. ÖQ ^1, «1 ^ 0, Öq ^ 0, Äj ^ 1 (mod. 2), 
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II. «0 ^ ^' «1^1, Öq ^ 1, &i ^ (mod. 2), 

III. «Q ^1, öj ^ 1, Öq ^ 0, ö, ^ 1 (mod. 2), 

^\^ajT — ^1^ 9(t) 9(t) \«o/ 

IV. ÖQ ^1, «1 ^ 1, ^0^1» ftj ^ (mod. 2), 

^Vl^-^i/ ' 9(^) 

V. ö<) ^1, öj ^ 0, 6o ^ 1, öl ^ 1 (mod. 2), 
Vi. «Q ^0, a^=L 1, Öq ^ 1, ftj ^ 1 (mod. 2), 



= -rv^^ gir'^^o 






3* 



Fünfter Abschnitt. 

Eintheilung der rationalen Transformationen 

desselben Grades. 



§ 12. ZusammensteUung der Transformationszahlen 

nach. Klassen. 

Bevor wir zum Beweise des schon oben erwähnten Satzes 
übergehen, dass für jedes ganzzahlige positive n auch wirklich 
eine rationale Transformation von der Art existirt, dass sich das 
Produkt aus einer in v quadratischen Exponentialgrösse und dem 
transformirlen d* ganz und homogen durch die «O^- Funktionen des 
vorgelegten elliptischen Integrales ausdrucken lasse, wollen wir 
erst die unendlich vielen*) Transformationszahlen, welche einem 
bestimmten n entsprechen ^ nach Klassen ordnen, die jetzt näher 
deflnirt werden sollen. 

Denkt man sich ein bestimmtes System von Transformations- 
zahlen 

«0» ^1» ^0» ^1 

zum Grade n gehörig und die daraus resultirenden neuen Perio- 
den des transformirten elliptischen Integrales wieder durch ein 
System von Zahlen 

^ ^0' ^1' ^0' ^1' 

*) Dass zu einem gegebenen n in der That unendlich viele Trans- 
formationszahlen gehören, geht daraus hervor, dass man für Gq und Oi 
nur Zahlen zu nehmen braucht, deren grösster gemeinsamer Theiler 
ein Divisor von n ist, und dann die Gleichung 

«0 ^i — Ol Öq = n 
na'ch //q ^i"d b^ auflöst. 
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welches zum Grade v gehört, transformirt, so bestehen, wenn 
wir die Perioden des ursprünglichen Integrales mit w, w', die 
des ersten transformirten mit w^, Wj', die des zweiten Iransfor- 
mirten mit q>2, (o./ bezeichnen, die folgenden Beziehungen: 

W = ö^ cOj -j- ö^ G)^' Cöj = «jj (»2 -f~ ^i ^2 

(0 = 6^ Wj -(- öj W/ w/ = j8(j (»2 + ^j 0)2', 

während die Transformationszahlen den Gleichungen genügen: 

V 

«0 ^1 — «1 ^0 = '»; «ü ß\ — «if = ^• 

Aus den beiden Gleichungssystemen folgt: 

« = («0 «0 + «1 /^o) ®2 + («0 <^1 + «1 /^l) «2' 
»' = (^0 <^ö + ^1 ßo) «2 + (^0 <^1 + ^1 ßi) «2'' 

eine Periodenrelation, für welche die Determinante der Trans- 
formationszahlen 

(«0 «^0 + «1 ßo) ih «1 + ^j ßx) — K «1 + «1 /^i) (*o <^o + ^1 ^0) 

ist; wir können uns somit das neue Periodensystem unmittelbar 
aus dem vorgelegten durch eine Transformation des «v*®" Grades 
entstanden denken und schliessen hieraus, dass, wenn man zuerst 
eine Transformation des w^®" Grades auf ein vorgelegtes Perioden- 
system anwendet und sodann auf dieses neue eine Transformation 
des ersten Grades, die aus der Zusammensetzung beider resulti- 
rende Transformation wiederum vom n*^" Grade ist. 

Sei nun ein bestimmtes System von Transformationszahlen 
gegeben, welches zum w*«'" Grade gehört, so sollen alle diejenigen 
Systeme, welche durch Anwendung sämmllicher linearen Trans- 
formationen aus diesem entstehen, mit dem ersten zu einer 
Klasse gehören; die Anzahl der in einer Klasse liegenden Zahlen- 
systeme ist offenbar unendlich gross. Fasst man eine nicht in 
dieser Klasse liegende Transformation n^^ Grades auf, so bildet 
diese mit den durch alle linearen Transformationen aus dieser 
hergeleiteten eine zweite Klasse, u. s. w. Es sind somit sämmt- 
liche zu einer bestimmten Zahl n gehörige Transformationszahlen 
in Klassen eingelheilt, deren Anzahl, wie wir sehen werden, 
eine endliche ist. 
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§ 13. Bepräsentanten der einzelnen Klassen. 

. Es ist bekannt'''), dass in jeder Klasse solcher Zahlensysteme 
stets ein und nur ein System existirt, für welches a^ = und 
< Bq <C b^ ist, welches somit die Form hat: 

ÖQ = t, «1 = 0, Öq = |, ^1 = i\ 

72 

wenn i ein positiver Theiler von n, f = —-, ^ eine ganze Zahl 

c 

aus der Reihe 

0, 1, 2, ... /' — 1 
ist. 

Nennt man nunmehr alle Systeme von Transformationszahlen, 
welche zu einer Klasse gehören , sowie alle zu eben diesen Sy- 
stemen gehörigen Transformationen selbst, einander äquivalent, 
so wird man zum Repräsentanten einer jeden Klasse unter ein- 
ander äquivalenter Transformationen, wenn man das System der 
zugehörigen Zahlen in das Schema 

bringt, eine Transformalion von der Form 



(a) 



wählen können, worin t ein Divisor von n, { = — und ^ eine 

der Zahlen 0, 1, 2,.../' — 1 bedeutet. Da nun ofl'enbar grade 

so viel Klassen existiren, als [a) mögliche Formen annehmen 

kann, weil 

t . { — I . = n, 

.^>» und nur ein solches System in einer Klasse liegt, so giebt es so 
viel nicht äquivalente Transformationsklassen vom Grade n, als 
die Summe der Divisoren von n beträgt, 1 und n mit eingerech- 
net. Setzt man also 

n = a o' c' . . . . , 

worin a, 6, c, ... verschiedene Primzahlen bedeuten, so ist die 
Anzahl der nicht äquivalenten Klassen für die Transformation 
w*«" Grades 



*) Eisenstein, über Formen dritten Grades mit drei Variablen, 
Grelle Band 28. 
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««+i_, j/»+»_i er+^-i 

ö— 1 Ä— 1 C— 1 

daher, wenn n keine quadratischen Faktoren enthält: 

(a + l)(6+l)(c + l)..., 
oder wenn n=p eine Primzahl ist: 

Wir wollen nun diese durch (a) dargestellten Repräsentanten 
der nicht äquivalenten Klassen für gradzahlige n beibehalten, 
führen jedoch für ungradzahlige n andere mit Hülfe linearer 
Transformationen aus den obigen hergeleitete Repräsentanten ein, 
die sich für die Darstellung der allgemeinen Transformations- 
ausdrücke sowie in der Theorie der Modulargleichungen als be- 
sonders brauchbar erweisen werden. 

Sei nämlich 

t 



der frühere Repräsentant einer zum unpaaren Grade n gehörigen 
Klasse, so wenden wir auf diesen die lineare Substitution 



m 




1 



an, worin m eine noch näher zu bestimmende ganze Zahl be- 
deutet, und erhalten für die aus diesen beiden zusammengesetzte 
Transformation die folgende: 

t 

^ + ^^' ^' I 
Da sich nun die Grösse m stets so bestimmen lässl, dass 

eine durch 16 theilbare Zahl wird, weil t' als Divisor der un- 
paaren Zahl w mit 16 keinen gemeinsamen Theiler hat*), und 
sich ausserdem, wenn 

^ + m/' = 16 r 

gesetzt wird, nur ein ganzzahliges positives und ein ganzzah- 



*).Dass diese Bestimmung für ein gradzahliges n nicht immer möglich 
ist, geht daraas hervor, dass auch t für gewisse Repräsentanten eine 
grade Zahl sein wird, während | ungrade sein kann. 



liges negatives |' finden lässt, dessen absoluter Werlli kleiner 
als ( isl, so entsprklit somit jedem der friilieren Repräseiilanlcn, 
je nadidem man für |' our positive oder nur negative Zahlen 
wählt, in jeder Klasse nur ein neues System von Transfor- 
uiatioiiszableQ. Statt jedes der früheren Repräseulanlen linden 
wir also jetzt filr ungraditalilige n einen neuen von der Form 
I / Ol 

! 16^' i" r 

norin ; wie früher einen jeden positiven Theiler von n vorstelll, 
i* = — ist, und dem |' der Reihe naeli die WerlUe 

0, 1. 2. ...(' — 1 
oder 

0.— 1, —2,... — ((■ — 1) 
beizulegen sind.*] 

Ist also n eine ungrade Primzahl, so werden die von mir 
gewählten n -J- 1 Repräsentanten jetzt foigendermas.^en lauten: 
|1 Ol 11 Olli Ol .... 1 Oj > 1 

'0 n\ I1.I6. nj J2.16 n '[n— 1].16 ni JO 1 j 

oder 

10,11 *^i 1^" 0, . . .11 Ol 1*1 I 

Ü «, I — ]. 16 Hj 1—2.16 h| |— (n— l).I6nl 1 )' 

Für üieLdsung des allgemeinen TransformalionsprobleniB wird 
US nur n5thig sein, diejenigen Transfurmatiunen zu entwickeln, 
deren Transformationszahlen durch die Repräsentanten der nicht 
äquivalenten Klassen bestimmt sind, indem jede andere zu dem- 
selben Grade gehörige dureh eine lineare Transformation aus 
einem dieser Repräsentanten, also mit Hülfe der oben im ;^ 10 
entwickelten Formeln hergeleitet werden kann. 

Ich will noch schliesslich bemerken, dass, wenn der 4>L'ad /< 
der Transformation quadratische Theiler hat. unter den Reprä- 
sentanten der nicht äquivalenten Klassen Transformationen niedri- 
geren Grades mit der Mnltiplicalion der elliptischen Funktionen 

*] £b Ut hierbei za beacbten, dasfl bei der Wahl dar neueii Itu- 
^prüaentanten fiir dassclbu t und C die tteihenfotgu der KluBBttn, wenn 
dem I' die Wertlie 0, + 1, + 2. ■ ■ ■ ± ((' — 1) bergelegt werden, eine 
andere geworden alfi vorlier. wo dorn % iliesolbeu Wcrtlic gcgolieii 
wurden. 



\ 
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verbuuden vorkommen. Denn sei n = p'^ . r, so wird man sich 
die durch das Schema 

> 

pr' 

dargestellte Transformation aus der successiven Anwendung der 
beiden Transformationen : 

j 1 p 

I r I j p 

entstanden denken können; gebe nun die Transformation r^'" 
Grades den Modul t und das Argument Vy dann wird die zweite 
hierauf augewandte Transformation 

p 

p ; 

nach den Formeln (5) und (7) des § 5, wenn t^ und v^ die neuen 
transformirten Werthe des Moduls und des Argumentes bedeuten, 
die Ausdrucke liefern 

Tj = t', V^ = pv, 

d. h. die zweite Transformation wird eine '^-Funktion mit p fächern 
Argument und demselben Modul, wie die erste, also die noch später 
zu betrachtende Multiplication ergeben , von welcher wir sehen 
werden, dass die O- Funktion mit pfachem Argument eine homo- 
gene ganze Funktion vom />^**^" Grade der ursprunglichen -O^-Funk- 
tionen ist. — Ist der Grad der Transformation ein Quadrat = p^, 
dann liefert einer der Repräsentanten der nicht äquivalenten 
Klassen, nämlich: 

p 

p 

die Multiplication selbst. 



Sechster Abschnitt. 

Die transformirte ^-Funktion als ganze 
homogene Funktion der ursprüngliclien 

# - Funktionen. 



§ 14. Transformationsformel der J7- Punktion für die 
Vermehrung des Argumentes um halbe Perioden. 

Zur Darstellung der im § 7 definirten J7- Funktion als einer 
ganzen homogenen Funktion der -9^- Reihen des vorgelegten Inte- 
grales schicke ich eine Hulfsformel voraus, die Veränderungen be- 
treffend, welche die J7- Funktion bei der Vermehrung des Argu- 
mentes um halbe Perioden erleidet. 



Die durch die Gleichung 





n(v). 




in («o+«i ' 


r') a, v'- ^ 


' {v\ T 
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• • 


delinirte U- 


•Funktion, 


in 


der: 
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bo 


'h + ^1 


m^ + 


6o ^1 







(1) 



(2) 



(3) 



gesetzt wurde, den beiden charakteristischen Bedingungen: 

n (t> + t)^ = (— 1)« ^-»'«(^''-H) u („)^ f 



(4). 



Aus den letzten beiden Gleichungen folgt leicht: 
Da sich nun ferner bei einer Zunahme des v um 

r I s 
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das Argument / nach Gleichung (2) um 

K + «1 (y + y ^) = Y («0 ^ + ^ *) + I («I ^ + *i *) 
oder um 

2 ' 2 

vermehrt, wenn 

Q = r Oq -{- s Öq ö = r «j -j- 5 6j . . . (6) 

gesetzt wird, so erhält man, wenn die in dem Ausdrucke der 
li- Funktion vorkommende Exponentialgrösse mit 

bezeichnet wird, die Gleichung: 

i7 {" + Y + I -)x = «"'^ ^ ("' + f + 1 ^'. 0, «*■" '"''+^' (7). 

in welcher A und ^ß noch zu beslimmende Constanten bedeuten. 
Wendet man auf v nochmals die Substitution 

r I s 

an , so ergiebt sich aus (7j : 

woraus sich durch Vergleichung mit (5) die Constanten A und ß 
bestimmen lassen. 

Fuhrt man die auf diese Weise für A und B gefundenen 
Werthe in Gleichung (7) ein, so ergiebt sich leicht, wenn 

^ = 2^' + q' (? = 2<?' + a" 

gesetzt wird, worin q'\ <?" die Zahlen oder 1 bedeuten, für die 
transformirte J7- Funktion der Ausdruck: 

wenn der Index v der -O-- Funktion durch die Congruenzen: 

m^ ^ m^ + (>" n^, ^ «^ + ^ (mod. 2) . . (10), 
und die Constante c durch den folgenden Werth bestimmt wird: 

c = — -i (^ ^A +^ '^;i) + i ^ • ^ • * + -i (^ «i + * q) ] 
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• 

§ 16. Zerlegung der 77- Funktion in eine endliche Anzahl 

von unendlichen Reihen. 

Um nun die unendliche Anzahl der in der oben aufgestellten 
Reihenentwickelung für die 77- Funktion vorkommenden Coefß- 
cienten auf die geringste Zahl von im Allgemeinen unter einander 
unabhängigen Grössen zu reduciren, gehen wir dazu über, diese 
P'unktion in eine endliche Anzahl von unendlichen Reihen zu zer- 
legen nach einer Methode» deren Urheber Hermite ist. 

Da die 77- Funktion eine periodische Funktion ist, welche den 
Charakter einer ganzen hat, so lässt sie sich auf die Form bringen 

»i = -CX>-...4-CX> 

wonaus zu ersehen, dass die erste der Bedingungen (4j durch 
die Form, in welche diese Funktion gesetzt ist, von selbst er- 
füllt wird, während nlie zweite dieser Bedingungen die Relation 
liefert 

^^_, = (_l)^^«+i)^,, ...... (13). 

Da nämlich 

I ^ ^qw j Jn (2/«+ni) y + 1 tt-t (2»i4-in) -f 



77(y + r)^= '^ (— \f*^A,n e'"' ^^""^"'^ v+irtt{2m^m) +1^ (2«+n,)' 



m 

in 






tn 



oder, wenn man statt des Summationsindex m den Index m — n 
einführt: 



tn 
tn{2tn-\-n\) v-\-—{2m-j-\n)-t --n (2t»-ft) in 



m 

SO ergieht sich, weil nach der zweiten der Gleichungen (4): 

77(«;+r)^=(— 1)" V(— l)'""^^^e'''<^"'+'""'+i;.'"»+""'*.e-"'"'+**"', 

ni 

die Relation 

Somit bleiben nur noch die n Coefßcienten der Reihe (12) 

» 1 * 2 » • • • • • -^n — 1 

ZU bestimmen, indem die andern durch die Gleichung: 

^.,^ = (- 1)'-^^'*+^^ ^« (14) 
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auf die ersteren zurückgeführt sind, und es wird daher die für 
die 77-Funktion angenoininene Reihenentniickelung die Form hahen : 

^ Wi = ^0 Äo + ^, Äi + ^ Ä2 H 1- -^1 «'^i (15-» 

in welcher die unendlichen Reihen Ra durch die Gleichung: 

^ST+l, +2. ... -fOO 

gegeben sind. 

Da diese Zerlegung der 77-Fiuiküon einzig und allein aus 
den beiden fiedingungsgleichungen (4) hergeleitet worden und die 
Rdben R nur von den in diesen beiden Gleichungen vorkom- 
menden Zahlen n, m, q, t abhängen, so werden offenbar alle 
Funktionen von v, welche den Charakter von ganzen Funktionen 
haben und jenen beiden Gleichungen (4) genügen, sich in eine 
eben solche Form setzen lassen, in der die Reihen R dieselben 
sind , während die Verschiedenheit der Funktionen nur durch an- 
dere Werlhe der Constanten A bedingt wird. Bevor jedoch von 
dieser für die anzuwendende Methode wichtigen Bemerkung Ge- 
brauch gemacht vnrd, wollen wir mit Hülfe einer dritten Eigen- 
schaft der IZ-FunkUon die Anzahl der Constanten A noch weiter 
beschränken. Setzt man nämlich in die Gleichung 

n(-v), = {-ir'''^n{v), . . . . (16) 

welche aus der Gleichung (8) des § 4 hervorgeht*), die durch 
(12) gegebene Reihenentwicklung für die ZI- Funktion ein, so er- 
giebt sich: 

'*) Es ist leicht zu sehen, dass, wenn n eine ungrade Zahl ist, dieser 
Gleichung noch eine andere Form gegeben werden kann. Da nHmlieh 
ans den Gleichungen 

m = «0 «;i + fl| »fx + ^0 «1 

unmittelbar hervorgeht, dass, weil 

flo 6t — fl, 6o = w 

eine ungrade Zahl ist, die Grössen m und q stets und nur dann beide 
ungrade sind, wenn m^ = w;^ =b i igt, so folgt, dass 

und man erhält somit für ungrade n die Gleichung: 

ji(_„)^ = (_i)««in(..)^ 



46 Sechster Abschnitt. 

'^ / j\q»» j g— iJt {2m H-m) « + — (2OT+m)'» t 

m 

m 

Indem man nun statt des Index m einen andern m durch die 
Gleichung 

m = — m' — m 

einfährt, erhält man 



^ 



/ j\qK+ni)^_ ,_ ^«Ä(2m'+m)r + g(2»i'+m)'''r 



woraus 

Atn= \ Ij A — m — \\\ • • • • (J-'j 

folgt. 

Um mit Hülfe dieser Relation die Anzahl der in der obigen 
Form (15) der J7- Funktion enthaltenen n Constanten A noch 
weiter zu reduciren, müssen wir den Fall der ungradzahligen 
und gradzahligen Transformation besonders behandeln. 

I. n sei ungrade. 

Für diesen Fall gehen die Gleichungen (14) und (17) über in : 

Arn-\-a = ^a (18) UUd A„,=A-m-ni • • • (19). 

Bedeutet nun in (19) die Grösse m eine positive ganze Zahl, die 
kleiner als Ji ist, und sucht man die zu — m — m nach dem 
Modul n congruente Zahl, die nach Gleichung (18) einen gleichen 
Werth des A liefert, so wird man zu jedem in der Reihe 

A^ , A^ , A^ y .... Afi — i 

liegenden Coefficienten einen in derselben Reihe beflndlichen glei- 
chen CoefGcienten erhalten; nur in dem einen Falle wird dies 
nicht stattflnden, in welchem 

m ^ — m — m (mod. n) 
oder 

2m izrf — m (mod. n) 

ist. Da nun ri der Voraussetzung nach eine ungrade Zahl ist, so 
wird diese Congruenz immer lösbar sein, und es wird also stets 
einen Coefflcienten geben, der im Allgemeinen in der obigen 
Reihe nur in sich selbst einen gleichen findet. Die übrigen 
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n — 1 CoDStanlen werden sich zu je zweien zusamnienrassen las- 
sen, und es wird daher für eine ungradzahlige Transformation die 
Anzahl der übrig bleibenden Coustanten 

-y- + 1 — -2 - 

sein, so dass die 77- Funktion in die folgende Form übergeht: 

77 (p)^ = ^0 '^o + ^1 -^i H h ^^1 Sn-i . . (20), 

2 2 ' 

worin S^, S^, ... S„-i wieder unendliche Reihen bedeuten von 

ähnlicher Gestalt, wie die oben definirten Ba. 

II. n sei grade. 

Die beiden Relationen (14) und (17) zwischen den (^oeffi- 
cieoten A lauten in diesem Falle: 

A^ = (- 1)^'"+'"^ "^ ^_,,_.„ (21), ^.„ + « = (- 1)'-^ ^« (22). 

Wir werden nun für die nachfolgende Untersuchung die drei 
Fälle, in denen 

m ungrade c] beliebig 
nt grade q grade 

nt grade q ungrade 

sind, auseinander zu halten, im schliesslichcn Resultate jedoch nur 
zwei Hauptfalle zu unterscheiden haben. Ist m ungrade, so werden 
sich offenbar wieder die n Constanten nach Gieicliung (21) zu je 
zweien zusammenfassen lassen mit Ausnahme derjenigen, deren 
Indices die Congruenz 

2m '2Z — m (mod. n) 

befriedigen; da jedoch diese Congruenz für ungrade nt und grade n 
nicht auflösbar ist, so wird sich die Anzahl der n Coefficienten ^ aul 

?i 
Y 

reduciren. 

Was ferner den F'all betrifft, in dem m und q grade Zahlen 
sind, für den also die beiden Gleichungen (21) und (22) in: 

^«=(-l)"^"^'^_,;,_„r(23), Ar,+a=A„ . . (24) 

übergehen, so wird für diese Annahme die Congruenz 

2m + m 1^ (mod. n) 
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offenbar zwei Auflösungen haben, da, wenn m = 2ft gesetzt nnii 
mit m, die Auflösung der Congruenz 

m -j- |Lt ^ I mod. ~\ 

bezeichnet wird, ihr die beiden Werthe 

die beide kleiner als n sind , ' genügen, und es werden sich daher 
nur n — 2 Constanten zu je zweien zusamnienfassen lassen, so 
dass die Zahl der jetzt übrig bleibenden Coefficienten 

"^- + 2 = 1 + 1 

beträgt. Nur in einem Falle bedarf das eben Gesagte einer 
Ergänzung» wenn nämlich 

ist, da sich alsdann für die beiden Indices 



m, und ^ + m, 



die Gleichungen ergeben: 



oder 



y + »'. Y + «'. 



J + «». 



und es werden somit in diesem Falle nur 

^- + l-2=-l-l 

Coefßcienten A übrig bleiben.*) 

Sei nun endlich m grade und q ungrade, so gehen die 

Gleichungen zwischen den Coefßcienten A über in: 

.. . , ^ 

*) Es ist wichtig zu bemerken (und wir werden spater von dieser 
Bemerkung Gebrauch machen), dass dieser Fall, der sich offenbar nur 
für die ungrade JZ- Funktion mit dem Index 1 ergiebt, vermöge der 
Gleichungen : 

q = ^0 + *i + *o '-'i 
die noth wendige Bedingung nach sich zieht, dass die Transform ntions- 

zahlen 

«0» «1, 6o, bi 
sämmtlich grade Zahlen sind, ein Fall, der nur für einen durch 4 theil- 
baren Transformationsgrad eintreten kann. 



n 
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A^ = i-l)"^'^ A „ (25) 

^r, + a = (— ir^a (26) 

und es wird sich daher wie oben für die Anzahl der übrig bleiben- 
den CoDstanten 

ergeben. Was nun die beiden den Wertben 

mj und mj -j- 
entsprechenden Coefßcienten angebt, so wird, wenn wir 

setzen, aus den Gleicbungen (25) und (26) leicbt folgen: 

j ( 'i\'^x^i j ( i\"»A'';i+* j 

und 

woraus unmittelbar bervorgeht, dass in jedem Falle entweder 

A^ oder A^ ,n Null wird, mit andern Worten, dass nur -^ 

«I »ii + Y 2 

Constanten übrig bleiben. 

Wir erbalten somit für eine Transformation von paarem Grade 
das folgende Resultat: 

Sind die für die Transformation cbarakteristiscben Zahlen nt 
und q grade, dann iässt sieb für die graden IZ-Funktionen die An- 
zabl der als Coefficienten der oben definirten Heiben^auftretenden 

Constanten auf -^ -j- 1, für die ungrade il-Funktion auf -" — l 

reduciren, sind dagegen nicbt beide Zablen m und q grade, 

dann ist y die Zabl der übrigbleibenden Constanten. 

§ 16. Darstelliuig der 77- Funktion als eine ganze homogene 
Funktion der ursprünglichen ^-Funktionen für einen un- 

paaren Transformationsgrad. 

Für die wirkliebe Darstellung der J7- Funktion oder der Reiben 
S, welcbe den Ausdruck jener 77- Funktion zusammensetzten, ist 
es nötbig, die Fälle der Transformation von paarem und unpaarem 
Grade, die wir schon zum Zwecke der Constantenreduction trennen 
mussten, gesondert zu bebandeln. 

KOnigsberger, Transf. 4 
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Aus (Jen im Vorhergehenden gemachten Auseinandersetzungen 
folgt, dass sich für einen unpaaren Transformationsgrad die 
J7- Funktion, welche den Bedingungen 

j7(. + i),=(-irj7w, 

J7 (e; + t)^ = (- 1)^ ^—-^(2.+.) jj ^^j^ 
genügt, in die Form setzen lässt: 
(a) . . n (v)j^ = ^^ S^j) 4" ^1 -^1 + • • • + ^n-i S„^i , 

2 2 

und dass jede andere in eine stels convergirende Reihe ent- 
wickelhare Funktion, welche ebenfalls diese drei Bedingungen 
befriedigt, in eine ähnliche Form gebracht werden kann, worin die 
Reihen 

2 

dieselben, und nur die Coefficienten 

ü* 1* • • • " — 1» 

2 

<lie von den weiteren speciellen Eigenschaften dieser Funktion ab- 

hangen, andere geworden sind. Ist es somit möghch, T^ 

von einander unabhängige Funktionen anzugeben, die sämmtlich 
den obigen Bedingungen genügen, so wird man nur zwischen den 

^^ der Gleichung (a) ähnlichen Gleichungen und (a) selbst 

" 71 -4- 1 -~ 

die — J Reihen S zu eliminiren und die Constanten durch Special- 

werthe der Argumente zu bestimmen brauchen, um einen Aus- 
druck für die il-Funktion durch bekannte Funktionen zu erhalten. 
Nun sieht man aber leicht' aus der im § 4 aufgestellten 
Substitutionstabeile der ^-Funktionen, dass die durch unbedingt 
convergirende Reihen darstellbaren Ausdrucke: 



in denen a einen der Indices 0, 1, 2, 3, mit Ausnahme des 
Index qm, bedeutet, den drei oben aufgestellten Bedingungs- 
gleichungen genügen und dass somit aus dem Früheren das 

w -1- 1 

folgende System von — T— Gleichungen resultirt: 
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2 2 

^ (". r)"-' » {V. r)l = ^o' «0 + ^; «1 + • • • + <-, S,^. 

2 2 



^("'^ ^(«-.C = A^ ^ '' So + a) ' f S. + ... + ^„^ ^S^_,. 

2 2 

mit Hülfe deren sich die --—— Reilien S durch die auf den linken 

Seiten dieser Gleichungen stehenden Potenzen der ursprüngüchen 
"O"- Funktionen linear ausdrücken lassen.*) 

Setzt man nun diese Werthe für S in die oben aufgestellte 
Gleichung für J7(t;)^ ein, so ergiebt sich für diese Funktion der 
folgende Ausdruck : ,' 

+ «„-1 * (^. <m ^ (^' <"'. • • • '■ (25) 

also eine homogene ganze Funktion des w**^" Grades von zwei 
'O'-Funktionen des ursprünglichen Integrales, in der a^, «^ • • • ^„_i 
noch zu bestimmende Constanten bedeuten. 

Ich bemerke zuerst, dass man nur den Transformationsaus- 
druck für eins der «^ des neuen Integrales zu entwickeln nöthig 
hat. Denn vermehrt man das v auf der rechten Seite der 
Gleichung (25) um 



I * 



r 

2 ' 2 



worin von den Zahlen r und s entweder eine oder beide ungrade 
sind, so geht aus den Gleichungen (6) des § 14 hervor, dass 
auch von den Zahlen q und 6 eine oder beide ungrade sein 
müssen (da a^ h^ -^ a^ b^ ungrade ist), das heisst nichts anderes, 
als dass von den Zahlen q\ a" eine oder beide den Werth 1 
annehmen, also m und n nicht zu bleicher Zeit mit m, und n. 



*) Die Möglichkeit der Auflösung dieses Systemes von — g— in den 

Reiben S linearen Gleichungen beruht darauf, dass sie säinmtlich von 
einander unabhängig sind, und dass dies in der That der Fall ist, geht 
daraas hervor, dass sanst bekanntlich eine homogene lineare lielation 
zwischen den linken Seiten dieser Gleichungen, d. h. eine homogene 
algebraische Gleichung zwischen zwei zu einem Integrale gehörigen 
^-Funktionen bestehen müsste, was im Allgemeinen nicht stattfindet. 

4* 
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zusammenfallen können, und man überzeugt sich ausserdem mit 

Hülfe der aus (6) hervorgehenden Beziehungen 

bi Q — Öq a Oq c — a^ Q 

r = — , S = 

n n 

sehr leicht, dass, wenn n ungrade, nach dem Modul 2 in- 
congrüenten Werthepaaren der Grössen r und s nicht nach dem- 
selben Modul congruente Werthepaare von q und 6 entsprechen 
können, oder dass den drei verschiedenen in der Form 

r , s 

enthaltenen Substitutionen auch drei verschiedene Werthepaare 
von q' und ö" zugehören. Wir sind somit im Stande, aus der 
Gleichung (25) durch Substitution von halben Perioden auf der 
rechten Seite derselben die Ausdrücke für die 4 -ö" - Funktionen 
des transformirten Integrales herzuleiten,''') indem die durch die 
Substitution eintretenden Exponentialgrössen, wie man unmittel- 
bar aus Gleichung (9) des § 14 ersieht, auf beiden Seiten 
herausfallen. 

Wendet man auf Gleichung (25) für v die durch den Index 

(qm)of 
bestimmte Substitution an, so bleiben, da der Index qm in c^ und a 
in qm übergeht, die '8' -Funktionen auf der rechten Seite der 
Gleichung dieselben, und es folgt somit der Satz, dass es zwei 
transformirte «ö- giebt, welche durch dieselben zwei 'Ö'-Funktionen 
des ursprünglichen Integrales darstellbar sind und für welche die 
Coefficienten a in den beiden Transformationsausdrücken sich nur 
durch achte Einheitswurzeln unterscheiden. 

Was ferner die Beziehung zwischen "dem Index der trans- 
formirten und dem Index qm der ursprünglichen -ö"- Funktion in 
Gleichung (25) angeht, so werden offenbar für die Repräsentanten 
der nicht äquivalenten Klassen, die durch das Schema 

i 



dargestellt sind, wenn 



161 f 



^;i = ^ ^;i = ^ 



*) Es wird sich später grade in diesem Punkte ein wesentlicher 
Unterschied zwischen den Transformationen paaren und unpaaren Qrades 



ergeben. 
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gesetzt werden, d^ Zahlen m und q durch die Ausdrücke be- 
stimmt sein: 

tn = «Q öj =0, 

q = 6^ 6^ = 16 1 . /' = (mod. 2) , 

d. h. dem Index A = 3 wird wieder der Index qm == 3 ent- 
sprechen, und es wird somit für die Repräsentanten der nicht 
äquivalenten Klassen das transformirte Fundamentaltheta in der 
folgenden Form darstellbar sein: 

n{v, t)3 = ^ {v\ r\ = %^ {v, r)l -\- a^d- [v, t)^ "^ ^(v^rf^-l 

+ a„^^^(v,x)^&{v,T)l-' (26). 

Da sich endlich für diese Repräsentanten aus den Formeln 
(6) des § 17 die Gleichungen ergeben 

Q = ir -{- I6^s, 6 = t's, 

so werden , da / und /' als Divisoren einer ungraden Zahl n selbst 
ungrade sind, q und r, s und a nach dem Modul 2 congruente Zahlen 
sein, d. h. wenn der Index 3 auf der rechten Seile der Glei- 
chung (26) in ß übergeht, so gehl auch der Index 3 der trans- 
formirten ^-Funktion auf der linken Seite dieser Gleichung in 
ß über. 

§ 17. Darstellung der iZ-Funktion als eine ganze homogene 
Punktion der ursprünglichen 0-Funktionen für einen paaren 

Transformationsgrad. 

Aus den Resultaten des § 15 folgt ferner, wenn man genau 
die im vorigen § auseinandergesetzte Methode anwendet, dass sich 
die transformirte J7- Funktion, welche den Bedingungen 

. n (- V), = (- 1)'''^''^ n (v), 
n(v + 1), = (- if n (v), 
n(v + t)^ = (— 1)^ e""'^^'"-^^ n (t;)^ 

genügt, für einen paaren Transformationsgrad, je nachdem m und 
q grade oder ungrade sind, in folgende Form setzen lässt: 

Sind m und q grade, so wird 
für X = 0, 2, 3 : 

^(^;),= e'^^^«+''^^>^^'^(^;^T'),=c.o^(^;,r): + l.2'»(t;,T^ 

+ a„_2 d^ (v, rfa ^ (v, r)ß~^ + «« -ö" (v, r)), . . (27) 
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worin a und ß beliebige, aber verschieden^ Indices vorstellen, 
für 1=1 : 

+ «„-3 ^ (^' ^)r ' ^ (^' ^)o '^ (^» ^)2 '^ (^> ^)3 . (28). 

Sind m grade und q ungrade, so v^ird 
für A = 0, 2, 3 : 

+ a„-i^(v,r)r'&{v,T)^, . .\ . . (29) 
für 1 = 1: 

+ (.„_iO(t;,T)r'^(t^,T)2 (30). 

Sind m ungrade und q grade, so wird 
für A = 0, 2, 3: 

+ ccn^i^{v,r)2~'^d'{v,r)^, (31) 

für A = 1 : 

+ a„.t&{v,r)r'^{v,r), ...... (32). 

Sind m und q ungrade, so wird 
für A = 0, 2, 3: 

'{-cCn-.id'{v,r)o'~^d'{v,r)2, (33) 

für A = 1 : 

+ an-i^(v,r)r'^M, (34). 

Nun einige charakteristische Unterschiede zwischen der Trans- 
formation paaren und unpaaren Grades. 

Während sich für die Transformation von unpaarem Grade 
aus dem Ausdrucke einer transformirten -^-Funktion alle andern 
9-- Ausdrücke dadörch herleiten Hessen, dass man auf v die drei 
verschiedenen Substitutionen von halben Perioden anwandte, ist 
dies für die Transformation paaren Grades nicht mehr möglich. 
Man sieht nämlich leicht aus den Formeln (6) des § 14, dass es 
stets, wie auch die Grössen a^^ a^, b^y b^ gewählt sein mögen. 



Die transformirte -O*- Funktion u. s. w. 55 

wenn nur a^ 6] — a, b^^ eine grade Zahl ist, nur eiue Substi- 
tution in halben Perioden giebt, welche die Indices der d-- 
Funktionen auf der rechten und linken Seite des Transformations- 
ausdrucks zu gleicher Zeit ändert, während zwei andere Substi- 
tutionen den Index der tranformirten '^^ Funktion unverändert 
lassen. Ja sogar in dem Falle, in welchem die Transformations- 
zahlen Gq, aj, Öq, b^ sämmtlich grade sind, bringt keine Sub- 
stitution von halben Perioden, auf das Argument v ausgeübt, eine 
Veränderung des Index der transformirten «d-- Funktion hervor. 

Was endlich die Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 
betrifft, die durch das Schema 

t 

^ r 

dai^estellt werden, so ist klar, dass sich aus den Formeln 

für die il-Funktion mit dem [ndex 3 m als grade Zahl, q jedoch 
als grade oder ungrade Zahl ergiebt, und dass somit für das Funda- 
mentaltheta der Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 
einer gradzahligen Transformation einer der beiden Ausdrücke 
statthat: 

& {v\ x\ = of(j -Ö- (y, tfa + «2 "^ [^> ^)^^ ^ [v, rfß -\- ' ' ' 
worin a und ß beliebige aber verschiedene Indices bedeuten, oder 

§ 18. Darstellung des transformirten Integralmoduls als 
Funktion des ursprünglichen ^-Moduls. 

Nachdem wir gezeigt haben, dass sich in der That für jedes 
System von, Transformationszahlen das U des zugehörigen trans- 
formirten Integrales als homogene ganze Funktion der -^-Reihen 
des vorgelegten Integrales ausdrücken lässt, wird uns nur übrig 
bleiben, die in diesen Ausdrücken noch unbestimmt gebliebenen 
Constanten a mit Hülfe der ursprünglichen -ö-- Funktionen für 
Specialwerthe ihrer Argumente zu ermitteln. Es wird dies die 
Aufgabe eines der nächsten Paragraphen sein. 
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Ich will hier rioch am Schlüsse dieses Abschniltes eine Be- 
merkung über den Ausdruck des transformirten Integralmoduls 
hinzufügen, für den wir zwar später noch eine an()ere Form 
finden werden, der aber auch in der jetzt mitzutheilenden Gestalt 
als Funktion des ursprünglichen <&- Moduls häufige Anwendung 
gestattet. 

Da nämlich 

9 25 

und das q des transformirten ^ durch die Gleichung bestimmt ist 

/ nix' 

q = e , _ 

worin 

ist, so wird sich }/lc aus der rechten Seite der Gleichung [a) 
ergehen, wenn man darin für q die Grösse 

7tl . — 

q = e «i* — *i 

setzt. Nun ist für die Repräsentanten der nicht äquivalenten 
Klassen, wenn n eine grade Zahl ist, 

und es wird somit für q der Ausdruck: 

e — ' = e * ' q* 

zu setzen sein, während die Repräsentanten der nicht äquivalenten 
Klassen einer ungradzahligen Transformation, für welche 

ist, für q den Werth 

e -* = e ' , q^ 
liefern. 

Ist daher der Grad der Transformation n eine Primzahl, für 
welchen die Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen durch 

< = 1, { = n, I = 0, 1, 2, ... w — 1, 
^ = w, <' = 1, 1 = 0, 

dargestellt' werden, so erhält man, wenn c^ eine n^^ Einheitswurzel 
bezeichnet, als transformirte Werthe des q die folgenden: 
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- - 1 H-i * 
g*, aq", a?q'', ...» q" , q , 

und es ergeben sich somit für einen primzahligen Transformations- 
grad alle den Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen ent- 
sprechenden Werthe der transformicten Integralmoduln, wenn man 
in den Ausdruck 

l + 2y + 2y* + 2y9"+ • • . 

für g die Werthe 

111 1 

— — — n— 1 — n 

5^", aq**, a^q'^, , . , a q^ , q 

setzt, worin a eine w*« Einheitswurzel bedeutet. 
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Die rationale Transformation zweiten Grades. 



§ 10. 

Bevor ich zur Constantenbestimmung in den Ausdrücken für 
die transformirte ^-Funktion, also zur vollständigen Lösung des 
allgemeinen Transformationsproblems übergehe, will ich die Be- 
handlung des Falles der Transformation zweiten Grades, die wir 
bereits mit Hülfe der früheren Methoden vollständig entwickeln 
können, an dieser Stelle einfügen, da die sich ergebenden Formeln 
häufig vorkommen und besonders in zahlentheoretischen und alge- 
braischen Problemen vielfache Anwendung finden. 

Für die Transformation zweiten Grades genügt die durch die 
Gleichung : 

definirte i7- Funktion den Bedingungen: 

n(v+ 1), = t- 1)" n {v), 

n(v + r), = (- 1)' e-'"^'"^^ n (.),, 

worin 

und das transformirte Argument sowie der '9- -Modul durch die 
Gleichungen bestimmt sind: 

Wenden wir nunmehr auf die durch die drei folgenden 
Schemata 
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l 




II 




III 


1 




1 




2 


2 




1 2 




1 



definirten Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen die im 
§ 17 für eine grade Transformation entwickelten Formeln an, 
so erhalten wir die folgenden Resultate: 

L ÖQ = 1 , öj = 0, bQ = 0, b^ = 2. 

Es ist in diesem Falle: 



V 



V, r = 



2' 



und wenn 
gesetzt wird, 



m^ = 0, w^ == 

m = 0; q = 0. 



Daher: 

^ {v\ r% = «0 ^ {^' ^)l + «2 -^ {^> '^)l* 
und durch Substitution von 



v + — für V 



also 



V -j- r für v': 

{v\ r\ = «0 -^ {^' ^)l — "^2^ i^' ^)l' 
woraus für ocq und cc^ die Bestimmungsgleichungen hervorgehen: 

^3' . »bW-^s^) *) 



cc, 



o — QQt* ^2 



^3^ V 



und daher: 

Macht man hierauf die Substitution 
so erhält man: 



*) Wenn das 9" ohne Argument die -O*- Funktion für den NuUwerth 
desselben und das gestrichelte # die trnnsformirte 'd'-Funktion vorstellt. 

**) Die zwischen den vier ^-Funktionen -0* («V, ^ WiS ^(w)«*» ^ Wa^ 
im Obigen zur Anwendung kommenden homogenen linearen Kelationen 
lauten : 

^0* ^ (0)2« = «•,« «• (üjo* - -^3* «• («)l' 



60 Siebenter Abschnitt. 

Setzt man ferner m^ = i, «^ = l, also nt= 1, q = 2, so 
ergiebt sich nach (32) § 17: 

^ (^'' Ol == «1 -^ (v* t), d' {v, t)o, 
und durch Substitution von v — ^, v — ^: 

^ W> O2 = «1 -^ {Vf ^)2 ^ i'^' ^)3' 

daher 









«1 = 


%'2 . 


^3' 




es 


folgt 


somit : 
















» (V, T)t 


%^iv 


•, t), ^ (v, 


► i?)o 








«•,' - 




^2 -9*3 










» (v\ z\ 


^(^ 


t;)2 'Ö' (ü, 


t)3 



'9'2 ^2 "^3 

und durch Division der transformirten Funktionen mit Benutzung 
der in der Anmerkung aufgeführten -ö" - Relationen 

-^0 'Ö'o -^ (V, t)2 -a- (ü, t)3 



K 


'S" (w', t')i 


*; 


'S" (w', ir')o 


*s' 


^ («', r')2 


*,' 


'S" («', t')o 




-e* (ü', t')3 






^ {v\ x)q -a* (v, r)3* — -a- (ü, t)2* - 

Aus der letzten Gleichung ergiebt sich , indem man die Argu- 
mente verschwinden lässt, 

-^0 ___ ^3' ^^2^ 

oder 

^1 = -i r und k = ^. — 

Die erste der obigen drei Relationen liefert nun mit Beziehung 
auf die Gleichung: 

dx ' ady 



y{l-x'){l.-(^X^) ir(l - y«) (1 - ÄV) 



die algebraische Transformation : 



_ (1 + c)ic 

ebenso folgen aus den beiden andern Gleichungen: 
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und endlich mit Einführung der drei elliptischen Funktionen die 
Beziehungen : 

((1 + e) «. i^) = ^i+iii^m 

\^ ' ' 1 + c/ 1 + c . «w* (m, c) 



sn 



i '1 i \ 2 rc \ cn (m, c) . dn (m, 



''^«((^ + ^)«.r^) = r 



— c . sn} {u, c) 



-)- c . sw* (m, c) 

Entwickelt man für die heiden andern Repräsentanten der 
nicht äquivalenten Klassen die transformirlen 'S"- Funktionen nach 
derselben Methode, so ergeben sich die folgenden Formeln: 



T — 1 



V =v, r = —j- 



daher: 



ferner 



woraus: 



^ (v', t')2 ^ {v<, t)2 ^ {V, t)o 

^2 '^0 '^'2 

(cj — ic) a? ^1 — c'ar* 

^ 1 — c (c + tc,) a;* 

^ ^ 1 — c (c + ici) a;« 

oder mit Einführung der elliptischen Funktionen: 

c*, {(n .'^\ ,. 2Kcfi^' \ _ (f, — tc) g;t (m, c) dn (u, c) 

sn y[c^ — iC) u, ^_^^^^j — ^ _ ^ ^^ _j_ .^^^ ^^2 (^^ ^j 

c» (m, c) 






rf« fr« — ic\ u l!:^\ — l - c (c - ic,) sn» {u, c) *) 



*) Ich bemerke, dass die von Hermite (comptes rendus 1863) ge- 
gebenen Ausdrücke dem durch das Schema 
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111. «0 — 2, «1 = 0, bQ = 0, b^ = l: 

V z= 2Vf t' = 2t, 
-8- {v\ x\ ö- {v, T),2 + %• (ü, ry 



Q-t 



^•,2 



daher 



ferner 



^3 ^i^ 



k 



1 — c 



I. 



Q'{v,x\ 



«O" (ü, t)i «ö* (v, ir)2 






also: 



y = 



/r 



( 1 + c,) a; Kl — a;« 

Fl — c'a;« 
1 - (1 + c,) a;« 



y* = 



Kl^ 



c*a^ 






und mit Einführung der elliptischen Funktionen: 

1 — (1 + Cj) Ä W* (m, c) 



«) 



e« ^{1 + c,) «, i-^) = ^^ (^^ ^^ 

d« ((1 + 0.) «. [^) = 



1 — {l'—Ci)sn^{u,c) ^. 



(in (w, c) 



1 

— 1 2 

dargestellten Repräsentanten entsprechen, oder aus unsern Formeln 
durch Anwendung der linearen Substitution 

1 

— 1 1 
erhalten werden. Sie lauten: 



c) 



( ^YiccA (Ci + tc)sn{u,c) dn(u, 
sn I (c, + tc) w, T—r- I = ^ 7 ,. > o . ■ 

/ ... 2^tcci\ cn (m, c) 

/. ... 2 yicci\ 1 — c (c + tV,) ««2 (m, c) 

\ «^1 + ^C/ 1 C (C — tCj) ««* (m, c) 

*) Es ist dies die Landensche Transformation zweiten Grades. 
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Um die sämmUiehen verschiedenen analytischen Formen der 
Transformationen zweiten Grades herzuleiten, wurde man die 
sechs linearen Transformationen, die in § 10 behandelt sind, auf 
jeden dieser Repräsentanten anzuwenden haben; man darf sich 
jedoch darauf beschränken, die drei Formen anzugeben, die durch 
Anwendung des zweiten der sechs linearen Transformationsfälle, 
welcher als Modul das Complement des ursprünglichen Moduls 
lieferte, hervorgehen, indem oben gezeigt wurde, dass die sechs 
linearen Transformationen aus dem eben bezeichneten und dem- 
jenigen Normalfalle sich herleiten lassen, der den Integralmodul 
in den reciproken verwandelt, der jedoch neue analytische Formen 
der Transformation zweiten Grades nicht liefert, da, wie aus 
§ 10 ersichtlich, sich sn wieder in dieselbe Fimktion, cn in dn 
und dn in cn verwandelt. 

Die durch Anwendung jener linearen Transformalion sich 
ergebenden Formeln lauten: 



sn 



cn 



dn 



sn 



cn 



dn 



sn 



cn 



dn 



( 
( 
( 

( 
( 
( 
( 
( 



1 + c) in, \^^ = 
1 + c) in, ]^^ = 
1 + c) in, \^)j = 



ic^) w, 



C -|- tC| 



^' c — tc^J 
C — IC.) M, '— r-^ I 

1 + ^l) ^"» TT^J = 
. , V . 2 K^ \ 



i {\ -\- c) sn (m, c) 
cn («, c) dn (m, c) 

1 -\- c i sn^ (m, c) 
cn (m, c) dn (m, c) 

1 — c . sn^ (m, c) 
cn (w, c) rfn (m, c) 

(c — tq) 5« (m, c) rfyi (m, r) 
cn (m, c) 

1 — (c — tci)c.5?i* (m,c) 

cn (m, c) 

1 — [c -\- ic^c.sr^ {u,c) 

cn (w, c) 

dn (m, c) 

~ i — (1 + ^i) «w* (m, c) 
1 — (1 — c,) «n* (m, c) 



1 — (1 + Cj) An* (m, c) 



Achter Abschnitt. 

Hülfssätze zur Constantenbestümnimg in 
den Transformationsformeln. 



§ 20. Ausschliessung des Falles, in dem die vier Trans- 
formationszahlen einen gemeinsamen Theiler haben. 

Ich will von vornherein von unserer Behandlung des allgemei- 
nen Transformationsproblems den Fall ausschliessen , in dem die 
vier Transformationszahle'n 

«0» ^1» ^0' ^1 

einen gemeinsamen Theiler haben, der wegen 

ein quadratischer Theiler des Transformationsgrades n sein muss, 
und will zeigen, dass sich dieser Fall stets auf einen, für den 
diese Annahme nicht statthat, zurückführen. lässt. 

« 

Denn sei d der grösste gemeinsame Theiler der 4 Trans- 
formationszahlen, so setze man: 

aQ = daQ, a^ = da^, b^^ = d ßQ, h^^^dß^, 
also: 

dann ergeben die Transformationsformeln des § 5, wenn man 
auf das ursprüngliche Integral die durch die vier Zahlen 

«0» «1» ^0' ß\ 

definirte Transformation anwendet, für die Argumente und 'd'-Moduln 
die Beziehungen: 

n 
ßo — ccqT ^ d* 
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und es ist ferner gezeigt, dass sich 

als homogene ganze Funktion der '^'-Funktionen des gegebenen 
elliptischen Integrales vom ^^^^ Grade ausdrücken lässt. 

Nennt man nun v und r das Argument und den <&- Modul 
des durch die Transformationszahlen a^, a^, Öq, b^ hergeleiteten 
neuen Integrales, so stehen v, r, v, x in der nachfolgenden 



Beziehung: 



hn — OqZ , nv 

V — 



und es ergeben sich daher die Gleichungen: 

Nun wird aber in einem der folgenden Paragraphen •) ge- 
zeigt, dass 

^ {d Vi, r J„ 

als ganze homogene Funktion des (^^^^" Grades durch die 'd'-Funk- 
tionen von der Form 

darstellbar ist, und es wird somit die transformirte 17- Funktion 

e -d" (t^ , T )« 

als ganze homogene Funktion des n^^" Grades durch die 'd'-Funktio- 
nen des vorgelegten Integrales ausdruckbar, also die Behandlung 
dieses Falles nach Durchführung des Transformationsproblems, 
für welches die obige Annahme nicht statthat, und Lösung des 
Mültiplicationsprobleuis ermöglicht sein. 

§ 21. Beweis eines arithmetischen Hülfssatzes. 

Zur Bestimmung der Coefficienten in der allgemeinen Trans- 
formationsgleichung (25) des § 16 schicke ich folgenden Hülfssatz 
voraus. 

Es seien vier Zahlen gegeben: 

von denen vorausgesetzt wird, dass nicht alle vier zugleich einen 
gemeinsamen Tlieiler besitzen und dass 

«0^ — «i<?o = ^ 

*) In der Lehre von der Mnltiplication der elliptischen Funktionen. 
Kunig'sbcrg'er, Transf. 5 



i 
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von Null verschieden ist; es soll gezeigt werden, dass zwei ganze 
Zahlen p und q existiren, so beschaffen, dass 

/> &, — 9 K ""^ P ^x — 9 % 
relative Primzahlen sind. 

Ich will nachweisen, dass, wenn q = l gesetzt wird, sich 
stets ein p so bestimmen lässt, dass 

unter einander relativ prim sind. 

Denn nehmen wir an, dass, diese beiden Zahtenformen für 
irgend ein p einen gemeinsamen Theiler d haben, so dass: 

p a^ — a^^ = (i ö 

P^\ — b^ = V d , 
so folgt aus diesen beiden Gleichungen 

«0 6, — «1 6q = d (v öj — fi 6j) = w, 
d. h. d muss ein Theiler von n sein. Sollten also alle die 
Zahlen von der Form 

pa^ — «0» P^i — h 
einen gemeinsamen Theiler haben, so jnuss jedenfalls die Anzahl 
dieser Theiler eine endliche . sein ; es müssen alle jene Zahlen- 
formen durch eine der in n enthaltenen Primzahlen, welche 

*i» ^2' ^3» ••• ^* 
sein mögen, theilbar sein. 

Ordnet man nun die unendlich vielen Zahlenformen 

nach Klassen, je nachdem sie durch d^, Ö2, ... ^ä theilbar sind 
(wobei eine Form, die durch mehrere dieser Primzahlen theilbar 
ist, in irgend eine der zugehörigen Klassen gesetzt werden darf), 
so sieht man leicht, dass nicht a^ und b^ zugleich durch da theil- 
bar sein können, wenn überhaupt in der Klasse a*) Zahlenformen 
liegen; denn wäre a, durch <}« theilbar und p a^ — Uq ebenfalls, 
so hätte auch a^ den Divisor da , ebenso b^ und ^^ , und dann wür- 
den die vier Transformationszahlen durch da theilbar sein, was 
gegen die Annahme ist; in keiner Klasse ist also a^ und b^ zu- 
gleich durch das zugehörige d theilbar. 



*) Die zu öa gehörige Klasse soll die Klasse a genannt werden. 
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Werden nun zwei der Grössen p, welche in derselben Klasse a 
liegen, mit p' und p' bezeichnet^), so ist: 

p'a^ — aQ = V da» 
also: 

und, wenn a, durch d^ nicht theiibar ist**), p' — p" ein Multiplum 
von da, so dass, wenn ein zu dieser Klasse gehöriges p mit na 
bezeichnet wird, alle andern in der Form 

p^TCa (mod. da) 
enthalten sind. Mit andern Worten, alle p, welche die beiden 
Zahlentormen 

pa, — «0» Ph — ^a ' 
oicht relativ prim machen, gehören zu den Lösungen der Con- 

groenzen 

p^Tt^ (mod. dj) 

p^it^ (mod. ^2) 



wenn n^, n^ ... ^^^ J6 einen in den Klassen 1, 2, ... Ar liegen- 
den Werth des p bezeichnen. 

Hiermit sind jedoch nicht alle ganzen Zahlen p erschöpft. 
Denn bestimmt man z. ß. p als Lösung der gleichzeitigen Con- 
graenzen 

p ^ TCj + 1 (mod. d^) 
^ jTj + 1 (mod. 8,^ 



= jr^+ 1 (mod. öf), 
vdche bekanntlich zusammen bestehen können, so kann dieser 



•) Es kann nicht in jeder Klasse nur eine Zahlenform liegen, 
^enn nicht zwei relativ prime Formen existiren sollen, da die Anzahl 
^®' Zahlenformen eine unendliche, die der Klassen dagegen eine end- 
''che ist. 

**) Ist dies der Fall, so ist b^ nicht durch 8a theiibar, und man 
wen^^l sodann das obige Raisonnement genau in derselben Weise auf 
^'® ^ahlenform 
an, P^i — h 
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Werth keiner der obigen sein und er wird daher für die bei- 
den Zahlenformen 

relativ prime Werthe liefern. 

Es ist somit nachgewiesen, dass sich stets Werthe von p 
fmden lassen, welche die Zahlenformen 

/>ö| — «0» P^\-^h 
zu relativ primen Zahlen machen, und es ergiebt sich zugleich 
aus den obigen Betrachtungen eine Methode zur Bestimmung 
eines solchen p. 

Um nämlich all' die Zahlenformen 

/> «1 — «0» P^\ — h 
herzuleiten, welche durch 8a theilbar sind, stelle man für die 
Annahme, dass a^ nicht durch ^a theilbar ist (ist a^ theilbar, b^ 
dagegen nicht, dann gilt dasselbe; a^ und h^ zugleich können aber 
nicht durch da theilbar sein, wenn jene Zahlenformen den Divi- 
sor 8a haben sollen), die Congruenz auf: 

p a^ — «0^0 (mod. tf«) , 

deren Lösung wir mit na bezeichnen Rollen; verfahren wir ebenso 
mit allen Primtheilern von n, so wird offenbar die Lösung der 
gleichzeitigen Congruenzen 

j» ^ TTi + 1 (mod. tf,) 
E^ TTg + 1 (mod. (Jj) 

^ TTyt + 1 (mod. 8fc) 
ein p liefern, welches die beiden Formen 

i> «1 — «0 ' P^\— h 
zu relativ primen Zahlen macht. 

§ 22. Anwendung dieses Hülfssatzes auf die Trans- 
formation. 

Aus dem Ausdrucke des transformirlen Argumentes in der 
Gleichung (7) des § 5: 

/ nv 

V == 

«j — a^ z 

folgt, dass/ wenn man 



V = m 



n 
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setzt, V den Werth m annimmt, und wenn 

n 



wird, V in 



= l . T 



Übergeilt. 

Wir werden nun zur Anwendung der im näclisten § aus- 
einanderzusetzenden Metliode der Constantenbestimmung n — 1 
Werthe des v brauchen, welche sich nicht bloss um ganze Zahlen 
oder ganze Vielfache des r unterscheiden, und für welche die zu- 
gehörigen Werthe des v ganze Zahlen oder ganze Vielfache des 
T werden. 

Sind b^ und a^ zu einander relativ prim, dann liefert der 
Ausdruck 

bi — a» r 

m • — —, 

n 

wenn m die Werthe 1, 2, 3, ... n — 1 annimmt, die verlangten 
Werthe des v. Haben ö^ und a^ einen gemeinsamen Theiler, 
sind aber b^ und a^ zu einander relativ prim, so wird 

m • 

n 

für V gesetzt, worin dem m wieder die Werthe 1, 2, ... n — 1 
beigelegt werden, der Bedingung genügen. Sind jedoch weder 
a^ und 6] noch üq und Öq zu einander relativ prim"^), so mögen 
nach der im vorigen § angegebenen Methode zwei Zahlen p und q 
gewählt werden, so beschaffen, dass 

pa^ — qof^, pb^ — q bQ 
relativ prime Zahlen sind; dann wird, wenn für v die Grössen 

/«\ ^ (pb^ — q bp) — {pai—q «p) t 

* ' n 

gesetzt werden , worin dem m wieder die Werthe 1, 2, ... w— 1 
beizulegen sind, v die Werthe 

m{p + qt) 

annehmen. Die in dem Ausdrucke (a) enthaltenen Grössen unter- 
scheiden sich aber auch unter einander nicht bloss um ganze Zahlen 



\ 



*) Alle 4 Zahlen a^, a^, bp, b^ haben der Annahme nach keinen 
gemeinsamen Theiler. 
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oder ganze Vielfache des r; denn wäre dies für zwei Werlhe 
des m : m^ und mj der Fall, bestände also die Gleichung 

m, — mj rf*+^^» 

so folgte hieraus: 

(pb^ — q 5o) (mj — mj) = f* . n, (p «1 — ^ «o) (m, — mj) = — v . «, 
so dass n sowohl in (p öj — q Öq) (m^ — Wj) als auch in (p a, 
— Q s) (''^i — ^2) aufgehen müsste. 

Habe nun n mit m^ — mj den grössten gemeinschaftlichen 
Theiler d, der kleiner als n sein muss, da m^ — mj < n, so 

müsste ^ sowohl in pb^ — q Öq als auch in pa^ — q a^ aufgehen, 

d. h. es müssten /? &j — q b^^ und pa^ — ga^ einen gemeinsamen 
Theiler haben, was gegen die Annahme ist. 

Wir erhalten also in dem Ausdrucke (cc) n — 1 wesentlich 
verschiedene Werthe des v, für welche die Werthe des v ganze 
Zahlen oder ganze Vielfache des x werden, 

§ 23. Bestimmung der Anzahl der Bepräsentanten der nicht 

äquivalenten Klassen, wenn die vier Transformationszahlen 

keinen gemeinsamen Theiler haben sollen. 

Bevor wir nun zur weiteren Ausführung der Transformations- 
formeln selbst übergehen, wollen wir noch die Anzahl der Re- 
präsentanten der nicht äquivalenten Klassen feststellen unter der 
Annahme, dass die vier Transformationszahlen keinen gemeinsamen 
Divisor haben, oder angeben, wie viele Transformationsschemata 

durch die Form 

/ 

dargestellt werden, wenn t ein Theiler von w, f == ~, | kleiner 
als t' aber ohne gemeinsamen Theiler mit t und f zugleich ist. 

Sei 

n == a* bP c^ ,... d , 

worin a, b, c, ... d verschiedene Primzahlen bedeuten, so wird^ 
wenn fürs Erste der Divisor i' keine der Primzahlen a, b, c, ... d 
in einer Potenz in sich schliesst, zu der erhoben sie in n vor- 
kommt, I so beschaffen sein müssen, dass es < ^' uod relativ 
prim zu f ist; kommen jedoch die Primzahlen a, b, c, ... ziir 
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Potenz a, ß, y, ... erhoben in f vor, so werden ausser den zu /' 
relativ primen Zahlen , die < /' sind , noch Werthe für | genom- 
men werden dürfen, welche diese resp. Primzahlen zu Faktoren 

haben, da dieselben dann nicht mehr in / = -^ enthalten sein 

können, also die drei Grössen |, t, i noch zu einander relativ 
prim sind. Von diesen letzten Transformationen abgesehen wird 
nunmehr die Zahl der Repräsentanten , wenn tp das in der Zahlen- 
theorie gebräuchliche Zeichen und E die über alle Divisoren der 
Zahl n ausgedehnte Summation bedeutet, durch den Ausdruck: 

2] tp [{) ^s=^ n = a* b^ cy — d . . . . (1) 

dargestellt sein, und es wird nur noch darauf ankommen, die An- 
zahl der Transformationen zweiter Art zu finden. Ich betrachte 
zu dem Zwecke zuerst die Divisoren {, in denen a zur a^^" Potenz 
erhoben vorkommt, die übrigen Primzahlen jedoch in niedrige- 
ren oder denselben Potenzen als in n selbst, also 

(a) i' = a'' b^ c' ...(f" 

worin b ^ j3, c < y, .... b ^ ^, und all* die |, welche nur 
durch Potenzen von a, nicht durch die der übrigen Primzahlen 
theilbar sind. Will man die Anzahl all' der ^ bestimmen, welche 
durch die erste und keine höhere Potenz von a theilbar sind 
und zu allen in der Form [a) enthaltenen /'gehören, so ist leicht 
zu sehen, dass diese durch 

dargestellt wird, wenn das E sich auf alle Werthverbindungen 
des b von 0, 1, ... |3, des c von 0, 1, ... y, des b von 
0, 1, ... ^ erstreckt. Da nun aber 

und 

2q>{b^c' .../) = 6'' c^../ 

ist, so wird die Zahl der nur durch die erste Potenz von a theil- 
baren £, welche zu allen diesen Formen des { gehören, offenbar 

sein. 

Ebenso ist die Anzahl der nur durch die zweite Potenz 
von a theilbaren |, welche eben diesen / zugehören. 
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u. s. w., endlich die Anzahl der durch die cc^^ und höhere Po-, 
lenzen von a Iheilbaren § 

so dass die Gesammtzahl alF der §, welche diesen Formen des t' 
entsprechen und unter den zur ersten Art gehörigen nicht vor- 
kommen , 

ist. 

ßetrachlen wir jetzt die t, in deitien b zur jS*®" Potenz, die 
übrigen Primzahlen jedoch zu niedrigeren oder zu denselben Po- 
tenzen als in n selbst erhoben vorkommen, also die /' von der 
Form 

worin a^a, c^y, ... b^^ ist und die |, welche nur durch 
Potenzen von b, nicht durch die der übrigen Primzahlen theil- 
bar sind, so ist ebenso deren Anzahl: 

u. s. w., bis man zu einer Reihe von ^ gelangt, deren Anzahl 
durch 

a" b^ c^ ,.. d ~ 

dargestellt wird. 

Zieht man ferner die ^ in Betracht, die nur durch die p^^ 
Potenz des a und die q^^ Potenz des b theilbar sind, so wird ihre 
Anzahl genau wie oben durch den Ausdruck repräsentirt werden: 

und wenn diese Ausdrücke für alle Combinationen der p und q 
von resp. 1 bis a und 1 bis |3 hergestellt werden, so wird sich 
für die Gesammtzahl dieser früher noch nicht gezählten | der 
Ausdruck ergeben 

c^ ... d^2Jq>{a"~^ bP-') = a«-^ bP-' c^ .. . Z 
In ähnlicher Weise erhält man die Zahlen 

a^l ^-1 v-1 J-1 

. . .. a tr c . . . a 
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und es resultirt somit für die Gesammtzahl der zu den obigen n 
noch hinzukommenden | der Werth: 

a«-' bP c^ .... /+••• + ««-' b^-' c^.. / + . ... 

welcher mit 

n = a" b^ c^ .. . a 

vereinigt, für die Anzahl der Repräsentanten der nicht äquiva- 
lenten Klassen einer Transformation von dem Grade 

wenn die Fälle ausgeschlossen werden, in denen die vier Trans- 
rormaüonszahlen einen gemeinsamen Divisor haben, den Ausdruck 
liefert: 

= a"-^ ^-' c^-^ ... /-i (a _j_ 1) (p + 1) (c + 1) ... [d + 1). 

Hat n keine quadratischen Faktoren, so ist jene Zahl der 
Repräsentanten 

(a + l)(6 + l)(c+l)....(J+l), 

und für den Fall einer einfachen Primzahl 

« = p 
ist dieselbe 

p+1. 
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Vollständige Entwickelung der Transforma- 
tionsformeln der elliptiscilen Funktionen. 



§ 24. Ausführung der Transformationsformeln für einen 

unpaaren Transformationsgrad. 

Nachdem wir in § 16 für den unpaaren Transfonuaüonsgrad 
die Beziehung gefunden: 

^.•^K+«,.'K.^ O (V, x\ = a^% (t;, r) J„, + «, O (., r)«„f % (t;, t)„' + • • • 

nehmen wir, da es in diesem Falle gleichgültig ist» welches 
Iransformirte «O- man durch die ursprünglichen «d*- Funktionen 
ausdrückt, indem man nach § 16 durch Substitution von halben 
Perioden aus einem «d* - Ausdrucke alle andern >&- Funktionen 
herleiten kann, für A den Index 1 und erhalten: 

worin man dem Index a die Werthe 0, 2, 3 beilegen darf. 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nun eine homogene 
ganze Funktion n^^" Grades der beiden Grössen 

O (», r)i und O (v, r)a, 

*) Wenn »ij^ ^ — 1, w;^ = 1, so ist: 

m = flo — ^j ~l" '^o '^i 
q = Äö — &i + 6o öj, 

woraus, da /Zq ^i — o^h^ ungrade ist, sich nt und q stets als ungrade 
Zahlen ergeben« 
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von der leicht ersichtlich ist, dass sie, wenn 

pbi — q Öq — (p a, — gr aj r = w . . . (2) 

gesetzt wird, und m eine zu n relativ )3rime Zahl bedeutet, für« 
die folgenden n — 1 wesentlich von einander verschiedenen Werlh- 
combinationen : 

verschwindet. Denn erstlich geht v, wenn v die oben bezeich- 
neten Werthe annimmt, in ganze Zahlen oder ganze Vielfache 
von t über *), und ferner liefern jene Combinationen wesenl- 
lich verschiedene Werthe des v, indem genau wie in § 22 gezeigt 
wird, dass, wenn m^ und mj zwei ganze positive oder negative 

Zahlen bedeuten, die < --^- sind, die Gleichung: 

Jltj •Hl« = ?n2 • W* |-|M. -f-vx 

nicht statthaben kann. 

Man erhält somit, wenn man beachtet, dass die rechte Seite 
der Gleichung (1) den Faktor d- {v, v)^ und im Uebrigen nur 
grade Potenzen der beiden O- Funktionen enthält, die folgende 
Gleichung: 



*) wofür die ungrade transformirte ^-Funktion verschwindet, 
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oder: 

.....[^W,^^('^.^)^-^(„y^(^.^)\ (3) 

worin (7 eine Constante bedeutet, die wir später bestimmen werden. 

Nach den Auseinandersetzungen des § 22, worin gezeigt wurde, 
dass mau durch Substitution von halben Perioden für das Argument 
V auf der rechten Seite der Gleichung (3) von einer hinzutreten- 
den Exponentialgrösse abgesehen auf der linken Seite derselben 
die transformirte '9'- Funktion mit den andern drei Indices erhält, 
ergeben sich, indem man der Reihe nach für v die Werthe: 

1 1 , T , V 

substituirt, die zugehörigen Indices der transformirten «^-Funktion 
mit ^2* ^3) ^0 u"^ ^^^ ^^^^'^ § ^^ hinzutretenden Exponential- 
grössen mit 

^02*^ W'' W^ 

e , e , e 
bezeichnet, die folgenden Beziehungen: 

e ^ . e ^ (v,r)cu, 

e ' e ^ (v, r)a^ 
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worin das negative Zeichen gültig ist, wenn a = 0, das positive, 
wenn a = 2 oder 3 ist. 

Die Constante C erhält man. indem man die Argumente v 
und V verschwinden lässt, also z.B. aus (5) in der Form: 

— e"" .&(0,T')a, 



2 



, «—1 
p=l, ... -J- 

Durch Division der Gleichungen (3), (4), (5), (6), hei wel- 
cher die Constante C sowie die Exponentialgrösse herausfallt, er- 
geben sich die Quotienten der transformirten '&- Funktionen, also 
die elliptischen Funktionen des transformirten Integrales als ratio- 
nale Funktionen der elliptischen Transcendenten des vorgelegten 
Integrales, in welche als constante Grössen die elliptischen Funk- 
tionen von den durch n getheilten Perioden eintreten. Setzt man 
ferner in diesen Formeln die Argumente gleich Null, so erhält 
man die Quadratwurzeln aus dem Modul des transformirten Inte- 
grales und dessen Complement als Funktionen des Moduls des 
vorgelegten Integrales und der eben bezeichneten constanten 
Grössen. Es hat jedoch kein Interesse, diese Formeln in ihrer All- 
gemeinheit für jede zum Grade n gehörige Transformation zu 
entwickeln, und man darf sich darauf beschränken, dieselben für 
den Fall des ungraden n für die Repräsentanten der nicht äqui- 
valenten Klassen aufzustellen, aus deren Ausdrücken, wie oben 
gezeigt wurde, mit Hinzuziehung der linearen Transformations- 
formeln des § 10 die Beziehungen für alle Transformationen des- 
selben Grades unmittelbar abgeleitet werden können. 

Da die Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen durch 

das Schema: 

/ 

16S /' 
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dargestellt werden, worin^ einen der Werthe 0, 1, 2, ... i' — 1 
bedeutet, während t und t' der Gleichung 

t , t' = n 

genügen, so geht die Gleichung (3), wenn der Index a = gesetzt 
wird, in die folgende über: 

'■■[w^{^-k^l-^w^{^-^y] (7). 

Wendet mau nun auf diese Gleichung der Reihe nach für v 
die Substitutionen 

, T 1 1 , IT 

an, so ergiebt sich: 

(- 1) '-^ & (v. r')« = C . * "H [^ Wo» ^ (^)^ - * (r),^ ^ (^)^] 

(- 1) ^ ^ [V, x\ = C . {.), [^ [v),^ » (^^y - 9 (.),2 9 (^)'] 
(- 1) '-^ ^ (.'. r')3 ^C.9 iv), [^ (.)3» ^ (^y - 9 («-),» ^(^)'] 

•••• [*W3^^(^-^X-^W2'^(^-^X] (10). 

Da ferner nach (11) des § 4: 

^W.^^(/'~)'-*W3^^(p-^)=V-*(f+p-^)/(«'-p-^)^ 



k, 

k 
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80 erhält man, wenn in (9) und (10) die Argumente v und v 
gleich Null gesetzt, und die beiden Gleichungen durch einan- 
der dividirt werden , mit Benutzung der Gleichungen (13) des §4: 

t/ä^t/c . V"A V " b N A_ _"_A . . (11) 

oder, wenn man die elliptischen Funktionen der gethcilten Pe- 
Tiodeo einführt und 



2 (7a) = cö 



setzt: 



'm(jö\ /2wi(ö\ /n — 1 f»c3\ 



/ — / / — \ I \/ \ / \ / \ tCk 



und daher, da 



die Beziehung: 



am (C — u) = coam u, 



VJc^{y7rLc (i^) s»c (^) ....,„ (ü=i . ^-^I' (13) 



oder 



k=c ' Unc \ — \ ' snc ^-^\ "" snc l— -\ l (14). 

Es ergiebt sich ebenso durch Division der Gleichungen (8) 

iiod (10), wenn man in ihnen die Argumente v und v verschwin- 
den lässt: 



^=^c, . 



'n— 1 i»ö)\2 
2 n~) 

oder 



^^^y^/2^y ....;^/L^._^j 



j/'^ ^ (y^jl . . (15) 
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Die Division der Gleichungen (7) und (8) liefert ferner die 
nachfolgende Beziehung zwischen den elliptischen Funktionen der 
beiden in einander transformirten integrale: 

t-i 



(-1) * ■Vksn{^,k) = 



n XsfP' (m,c) — srP' {—f c\\ I $n? (w, c) — Sfi^ t , c\\ .... 

c^ isn{u,c) = 2 — 

^ 1 1 — c^sn'^{u,c)sn^(—, c\\ { 1 — c'^ sn'^{u,c)sn^t-^^, c\\ . . . . 



\sn^ (m, c) -^ sn^ (^ ' ^' ^)\ 



.... |l — c^ ^«2 (m, c) sn^ Q-^ ' -^, cV 
oder mit Benutzung von (13): 

* 

. f-i sn^ l l.srri ) — sn^i—ir-' J^ 

\a* ' ^ ' o/wicöX 9/27«(ö\ «/w — 1 w(ö\ 



i2 «. V / c«i2 



sn [u] 






jl_c^ sn^ («) sn-^ ("^)j {l_c^,„^«,„^(^)j 



5«^ M J 

9 /W 1 »l(Ö\/ 



• • • 1 1 — c^ sn'^ u sn^ {~ ö" * — *^ V 



(17). 



Setzt man nun auf beiden Seiten dieser Gleichung u = 0, 
so folgt, da 

sn 



{»» c),^o = 0, sn (^, /fL=o = 0, 



s« («, c) Ji^o ^ 
ist, 

/ /mdi\ /2w/c5\ /« — 1 »i(ö\\2 

t-i\snc ( ) s?ic I — j 5« I- — ji 

_^ / .\ 2 )_ ^ w / _V w / _V 2 yf / f ,.^. 
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wonach maD Gleichung (17) auch in die Form setzen kann: 

sn ^— , ^y= — —^ =— j—;^ ö — = 

1 1 — c^ sr?u sn^ (~^)| 1 1 — c^sv?u 5nY-^^| 

1 



sn^ 



''n — 1 fftcö \) 
<~2 n~/' 



(19) 



.... n — c^ sn^ u sn^ \~ä~ / 

und mit Einführung der Integralgrenzen der beiden in einander 
transformirten Integrale die algebraische Transformationsgleichung 
erhält: 

.2 



X 



sn^ 






• • • • 



jl-c2;r2 5n^(^)} jl-c^ x' sn^ (^j 



1 — 



sn^ 



i — 1 moi\i 



"^ - " ^' (20); 



.... jl_c2;r^5n2(^.^)} 



es ergiebt sich somit y für die Repräsentanten der nicht äquiva- 
lenten Klassen als rationale Funktion von x, deren Zähler vom 
Grade n und deren Nenner vom Grade n — 1 ist; ausserdem ist der 
Zähler eine ungrade, der Nenner eine grade Funktion von x. 

Ferner liefern die Gleichungen (8) und (9) die Beziehung: 






SV?" u \ (^ sn^ u 



cn (u) 



snc^ 



^ ^ ) {1 sn* u \ 



II 



snc^ 



sn* u \ 

(n — 1 mm \> 
"2" • -;r)) 



Kunig-sberg^er, Transr. 



(21) 



^2 Neunter Abschnitt 

woraus, da nach (13) und (15): 



folgt: 

'l — 



cn 



l ,k\=cn(u) = 2~- 

^'^ / |l — c'^ sn"^ u sn^ t-—\ul — c^ Sfi^ u sn^ {-^^\\ 



ii- 

(22) 



sw u \ 

(n — 1 niüi \/ 
-1. iT)) 



• • • 



— n — c-* sn^u sn- (—^ * )> 

oder 

Y~^{^y sne'QjH^ ■■■• 



1 -^ I 



• • • • 



.... \i-c^^^sn^(~'--::)\ 



(23) 



also j/y, — y'^ bis auf den Faktor ]f/l — a:^ eine rationale Funk- 
tion von x^. 

Dividirt man endlich die Gleichung (10) durch Gleichung (8), 
so erhält man: 



^l2 



dn (u) 



1 



c^ sn^ n 5/i^/-^^M 1 1 — c^ sw'-^ m 5«^ /" '-^V 



.... 1 1 — c^ sn^ II snc^ {—^ — ——\l 



!- •> 9 9 /«— 1 WÖ)\i 
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also mit Benutzung von (15): 

|l — c'^ sn^ tt snc'^ t^^M |l — c^ srr u snc^- f ~ '^)} •••• 
dn I — , k\=dn [u) = — ^ 

_J ^\ "/K ; . . . (24) 

oder 

■ ll-c^a:^sncH^)\\l-c'x^snc'(^\ .... 






jw.^,«^(^..^)j 



SO dass sich auch ](/l — F p his auf den Faktor j/l — c^ a:*^ 
als rationale Funktion von .t^ ausdrückt. 

Bevor wir zur weiteren Entwickelung dieser Relationen üher- 
gehen^ soll eine Eigenschaft des oben (20) aufgestellten Ausdruckes 
für y als Funktion von x hervorgehoben werden. Setzt man 

nämlich in (20) — für ,t, so ergiebt sich, wenn man den resul- 

lirenden Wertli der rechten Seite mit y bezeichnet: 



1 ' , -J }l - 

er x^ S)r 



1 i^_ 

1(1l) 1 _ Ü^SJX ■■■■ 



1 — 



x^ ) I x'^ I 



1 — 



9 9 9 /?l — I W/OÜ 

C* AT- 5«^ (- — 

\ 2 7/ 



■■••11 H^") 



^<-*lcbe Gleichung nach einigen leichten Umwandlungen die Form 
^f^nimmt: 

c . sn^ 



(~)-'(T")--^(;i'-f-) " 



■f: 
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• • • * 



.2 \ / ^2 



1^)\V sn^Q^l" 



....jl_e^,W(^.^)j 



' *" (-2--— > 

oder mit Berücksichtigung von (13), (18), (20): 

1 
- Vkry' 
woraus also folgt, dass, wenn man in der Transformationsformel 

X in — verwandelt, y in 7- übergeht. 

ex ^ ky ° 

Aus den oben aufgestellten Relationen zwischen den Irans- 
formirten elliptischen Funktionen und Integralmoduln ergeben 
sich nun noch ferner die nachfolgenden Beziehungen: 

Verbindet man die Gleichungen (13) , (15) , (18) unter einan- 
der, so erhält man: 

*=#/?- 1" (T) • "C-T") ■■•■ " <:-^ ■ ^)r 
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Aus (16), (22), (24) ergiebt sich, da 

sn (w+a) . sn [u—a) = r — ^ s— 

^ ' ^ ' 1 — c* srr u str a 



1 — 



ÄW* U 



cn (u -{- a) . cn {u — a) 8n(^ a 



er? a 1 — c* All* u sn^ a 

dn (m + a) . dn {u — a) 1 — c* *n* u snc^ a 

dn^ a 1 — c* sri^ u sn^ a 

ist, _ 

sn (^|, k^ = (-1)"^ j/y • sn {u) sn (u + ^ sn ^u + ^-"^^^ 

.^..sn(u + A(n-l)^ . . (25) 

^'^ (p ^) ^^V]^» ' ^'^ ("^ "''' (" + ^ ^^ ("+^') ••• 

(t^ + M'^-l)^) . . (26) 



• • • • 07» 



*• (t- *) = /^ • '^^ («) '^'^ (« +^') '" (« + ^') •••• 

....d« CM + 4(n-l)-^ • . (27) 

.... <„ ('m + 4 (n — 1) ^y ) . . (28). 

Aus Gleichung (16) folgt ferner mit Benutzung der obigen 
Hülfsformeln : 



sn I — 



c^ sn*^ 



(pm(ö\ 



*) In den früheren Formeln durfte die Zahl m eine jede zu n re- 
lativ prime Zahl bedeuten; für die obige Umwandlung jedoch ist es, 

^ie unmittelbar zu sehen, nothwendig, dass der Faktor von — ein Multi- 

I ^ 

P'Utn von 4 ist, wenn wir eine Unterscheidung einzelner Fälle vermeiden 

^^llen; wir haben deshalb Am als eine zu n relativ prime Zahl in die- 

«eu Formeln gewählt. 
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wenn sn{u)=x gesetzt und der Zahl p die Wertlie 1 , 2, 3, - • • — ^— 
beigelegt werden, oder 

P\ \ n JJ a.c \a J ^l c^sn'^(^^) 

Die Lösungen dieser Gleichung /i*^" Grades sind nun offenbar, 
wenn man beachtet, dass die Gleichung (25) unverändert bleibt, 
wenn man statt u 

, wH , .... ti -\- ^ [n — 1) 

setzt, 

x = sn[u), sn 1 u-\ j, sn tu-\ j, ... sniu-j-4i(n — 1) — I, 

und man erhält daher die identische Gleichung: 

X n, fx' -snV^\ ^A_,sn(^. k) nJx' '--—^ 

[x - sn («)] [x — sn fu + ^jl Ix — sn fu + ^^J 

.,.Ja: — snfu-}-A{n — l)^\'] .... (29). 

Daraus ergiebt sich für die Summe der Wurzeln dieser Glei- 
chung die Beziehung: 

\ / ^ \ 

und in derselben Weise Gndet man: 



cn \ — 

ac 



i'—l 
(- l) 2 



dn 



(7'*)=2''^''(" + *?T) • • • (32) 



a 



worin dem q die Werthe 0, 1, 2, ... n — 1 beizulegen sind, 
oder auch: 

^ • ^n (^, k)= sn (u) -\-^[sn (u+4.q ^f) +^«(«-4^ ^)| 
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f-i 



(-1) « k 



ac 



^^ (t' ^)= ^^^^^ +^{^'* («^+^0' ^) +cn(u ~^q'^)] 



/ 



/•-i 



(-1) 






wenn g^ die Werthe 0, 1, 2, ... 



2 



annimmt. 



Aus der Gleichung (29) erhält man ferner für die zweite 
Potenzsumme ihrer Lösungen, wenn man 



sn^ (^) + 



sn' 



/2wic5\ , 9 /n—\ m(ö\ fcyM. 

(-irj + --*« (-2--— )=^ (34y 



setzt» 



sn^ (u) + sn'^ (u + ^^ + 5«^ ^w + ^\ + 



oder 



^2 /£., ^) = 2^ *^^") — 2(^ • • • (35) 



Ar» 



wenn der Kürze halber der Ausdruck 

••• + <p(" + 4(n-l)f-) 

mit 

2^ (f [u) 
bezeichnet wird. 

Aus (35) folgen unmittelbar, wenn man die Grössen a und a^ 
durch die Gleichungen definirt: 

Ä-2 



a«c2 



= n — 2^ — 2a 
^ = « - 2c'^ p + 2<T, 



> , 



(36) 



die nachstehenden Beziehungen: 






• • 



• • 



(37) 
(38) 
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setzt man nun in Gleichung (37) u = C^ so wird nach (26), da 
cn (C, c) = 0, auch cn ( — , k\ = 0, 



also 





und setzt man in Gleichung (38) u = C -]- i C, so wird nach 
Gleichung (27), da 

dn [C + i C\ c) = 0, auch dn ( ^ '^J ^ , k\ = 0, 

und weil 

dn [u -{- C -{- i C\ c) = dnc [u + i C\ c) =■ i c^ tn (m, c) 

ist. 

Endlich können wir den obigen Formeln (35), (37), (38) 
noch die folgende Gestalt geben: 

Ä *«' (^' ') 
= c„i („) + 2 [c«' («+4y ^) +c«2 («-4? ^^l - 2ff 

worin dem q die Werthe 1, 2, 3, • • • —^ beizulegen sind. 

Ich will noch am Schlüsse dieses Paragraphen für den Fall, 
dass der Transformationsgrad n eine Primzahl ist, die Bemerkung 



*) Es ist nämlich cn (C + m) = «i (— C — w) = — cn (C — m) 
— cnc u» 
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hinzufügeD, dass, da nach dem Früheren die Repräsentanten der 
nicht äquivalenten Klassen in diesem Falle 



1 







1 







1. 





• • • • 


1 




n 








n 




16 


n 




2.16 


n 




(n--l)16 n 







1 



waren» für die ersten n Klassen 

0» = «0 T — b^ = X — 16 §, 

für die letzte Klasse 

CO = ftj — «j r = 1 

gewählt werden darf; es ergeben sich sodann die Transformations- 
ausdrucke für einen Primzahlgrad unmittelbar aus den oben ent- 
wickelten allgemeinen Transformationsformeln. 

§ 25. Aosführung der Transformationsformeln für einen 

paaren Transformationsgrad. 

Da die Behandlung nur derjenigen Transformationen paaren 
Grades, welche nach der früheren DeGnition Repräsentanten der 
nicht äquivalenten Klassen sind, keine wesentlichen Vereinfachungen 
bietet, so wollen wir mit Ausschluss des schon oben hervorgeho- 
beoen Falles, in dem die vier Transformationszahlen einen ge- 
meinsamen Divisor haben^ die Transformation eines paaren Grades 
ganz allgemein entwickeln. 

Zuerst ist ersichtlich, dass für m^ = — 1, n^ = 1 der trans- 
formirten 'd*- Funktion nicht beide Transformationszahlen m und q 
grade sein können; denn wenn die Grössen 



ÜC 



— «1 + ö 



^1» 



h + ^0 ^1 



beide grade wären, so müsste nach einer früheren Bemerkung auch 
jede der vier Zahlen a^, a^, Öq, b^ grade sein, welcher Fall oben 
ausgeschlossen worden. Es kommen somit für das ungrade trans- 
formirle & nur die Gleichungen (30), (32) , (34) des § 17 in Be- 
tracht, die sich in die folgende zusammenfassen lassen: 



n—1 



n—S 



n-l 



+ «3 ^ (V),^ ^ [V)cr-"' H 1- «n-l ^ [V)r ^ [V)a (1) 



oder: 



n-2 



worin C, c^, c^, . . . Cn-% Constanten und u die Indices 0, 2, 3 
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bedeutet, je nachdem m ungrade, q grade, oder m grade, q un- 
grade, oder m ungrade, q ungrade ist. 
Sind nun 

Ph — dh* P«i — !/«o 
relativ prime Zahlen und setzt man 

so wird der Ausdruck in der Klammer der recliten Seile der 
Gleichung (2) als eine homogene Funktion vom n — 2*^" Grade 
der Grössen 

mit nur graden Potenzen derselben verschwinden, wenn dem v 
die wesentlich von einander verschiedenen Werthe 

I nt (o _, 2 m €0 •_ 3 m a _, / n ^\ mca 

— 71 * — n * — n * — l 2 j n * 

worin m eine zu n relativ prime Zahl bedeutet, beigelegt werden, 
und es wird somit das ungrade transformirte %^ die folgende Ge- 
stalt annehmen: 






X 



.••.h).<G-i)vX-%)«K(f-OT)J 

[^W.<-H^)_o(.)„<-?^")J.... 

. . . h),K-e-i)T)„-^w«<-(i- 1)^) J 



oder 



Dies ist in jedem Falle für einen paaren Transformations- 
grad die Form der ungraden transformirten -ö*- Funktion. 
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Da es nun nach den Auseinandersetzungen des § 17 stets 
eine, aber auch nur eine Substitution in halben Perioden für v 
giebt, welche auch eine Aenderung des Index der transformirten 
^-Funktion auf der linken Seite der Gleichung (3) hervorbringt, 
so erhält man, wenn man den Index dieser Substitution mit ß, 
den aus den Gleichungen (6) des § 14 resnltirenden index der 
transformirten ^--Funktion mit y, die durch die Gleichung (11) des 
§ 14 bestimmte Constante c mit Cß, endlich mit e und ti vierte 
Einheitswurzeln bezeichnet, die nachfolgende Gleichung: 

c ' , e ^ (v , tJy 

woraus sich, wenn man v = v' = setzt, der Werth der Con- 
stanteii C in der Form ergiebt: 



Com , 



'Z 



worin wieder nach den Formeln des § 4 der Nenner in ein Quadrat 
von Produkten der -ö*- Funktionen der getheilten Perioden ver- 
wandelt werden kann. 

Dies sind die Ausdrucke für das ungrade und für ein grades 
transformirtes ^\ was die beiden andern graden transformirten 
^-Funktionen betrifft, so lässt sich über ihre Form Folgendes 
aussagen: 

Erstlich müssen für jede Transformation paaren Grades zwei 
Indices der transformirten -^-Funktion existiren, für welche die 
Transformationszahlen m und q grade sind, das -ö" also durch Glei- 
chung (27) des § 17 darstellbar ist. Denn aus den Formeln: 

tn = «0 ^h + ^'i ^x + ^0 «1 
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gehen für die m und q, welche zu den drei graden transformirten 
-ö"- Funktionen gehören, die Werthe hervor: 



— ÖJ -f- ÖQ ÖJ , 


«0 + S «1» 


«0 «1 


h + h^i> 


h + ^0*1» 


K ^1 » 



sind nun 1) a^ a^ und b^ b^ beide grade, so müssen entweder 
ÖQ und bQ grade, also auch a^ -f- üq a^ und 6q -f- b^ b^ grade 
sein, oder % und ftj grade, also, da a^ b^ — a^ b^ eine paare 
Zahl ist, auch a^ oder b^, also im ersten Falle - — öj -f- «q «j, 

— &i + &o ^1 ' ™ zweiten Falle «q + ^0^1» ^0 ~l" ^0 ^1 grade 
sein. Dasselbe gilt, wenn a^ und 6q oder a^ und b^ grade sind. 
Sind nun 2) von den beiden Grössen a^ a^ und ^q 6j eine oder 
beide ungrade, dann müssen a^, a^ oder &q, 6^ oder a^, «], 
6q, b^ an sich ungrade, also in beiden Fällen die Zusammen- 
stellungen : 

— «1 + «0«!' «0 + «0 «1 

grade sein. In jedem Falle existiren also unter den obigen drei 
Zusammenstellungen zwei grade Paare, d. h. es existiren zwei 
transformirte -ö-- Funktionen, welche sich in der Form der Glei- 
chung (27) des § 17 darsteilen lassen. 

Wir erhalten somit das folgende Theorem: 

Für die Transformation von paarem Grade lassen sich zwei 
grade transformirte «ö*- Funktionen in der Form (27) des § 17, 
ein grades & in einer der Formen (29), (31), (33), und das un- 
grade transformirte -Ö* in einer der Formen (30), (32), (34) dar- 
stellen. *) 

Es wird sich nun ferner noch um die Bestimmung der in 
den beiden letzten transformirten «d*- Funktionen vorkommenden 
Constanten handeln. 

Sei X einer der Indices dieser transformirten «d-- Funktionen, 
so ergiebt sich, wenn cc und ß nur der Bedingung unterworfen 
werden, dass sie verschieden sind, die Gleichung: 



*) Für n = 2 lautet der Satz: 

Für die Transformation zweiten Grades sind zwei grade transfor- 
mirte ^ - Funktionen als Summe von zwei Quadraten der ursprüng- 
lichen &, die beiden andern '9' als ein Produkt von zwei ^-Funktionen 
des gegebenen Integrales ausdrückbar. 
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^inia^^^a^v^ ^ ^^.^ ^,j^ _ ^^ ^ ^^^n ^^^^ ^^^n-2 ^ ^^^2 ^ . . . 

+ «n-2 ^ {V)a & {V)ß~^ + «. '^ W/ , (5) 

und es wird nur darauf ankommen, die Werthe des v zu be- 
stimmen , für welche die linke Seite dieser Gleichung verschwindet, 
indem sich dann nach der bereits für die Transformation un- 
paaren Grades auseinandergesetzten Methode, da die rechte Seite 
eine homogene ganze Funktion n^^° Grades der beiden Grössen 

-Ö- (V)a, ^ {v)ß 

mit nur graden Potenzen dieser Funktionen darstellt, die Glei- 
chung (5) in die Form eines Produktes quadratischer Faktoren 
yon d- Funktionen wird setzen lassen. 

Nun wird aber die transformirte 0-- Funktion auf der linken 
Seite von (5) verschwinden, wenn 

1) für A = 0, v' = ^ + einer ganzen Zahl -f- einem ganzen 

Vielfachen von x 



2) für iL = 2, i;' = y2 4- . 

3) für A = 3, i;' = i + | + 
oder wenn 



^ k . l f 



2 ' 2 



worin 



ist 



für A = 0: k grade / ungrade 
für A = 2 : k ungrade / grade 
für A = 3 : k ungrade / ungrade 

k i 
Wenn aber v den Werth ^ + ^ t' annehmen soll, so muss 



V nach der Gleichung: 

^ __ (&i — a^ %) V 

n 

in den Ausdruck: 

n = ^ • — 2^r- + ' • —2^- 

öbergehen. Dann wird offenbar, da mit Beibehaltung der frü- 
heren Bezeichnungen v um ganze Zahlen oder ganze Vielfache 

des / zunimmt, wenn v um ^^ vermehrt wird, worin m zw n 

n 

relativ prim ist, die rechte Seite der Transformationsgieichung 
für die Argumente 
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+ *v + 



pmco 



n 

versch>/vinden, so dass das transformirte 
aus n Faktoren von der Form: 

zusammengesetzt ist. Durch eine Substitution in halben Perioden 
für V wird man die andere transformirte «d*- Funktion finden, die 
in ähnlicher Form darstellbar ist.^) 

Die Division der eben gefundenen Ausdrücke für die Irans- 
formirten -O-- Funktionen liefert die Transformationsformeln für die 
elliptischen Funktionen und aus denselben Gleichungen für die 
Nuliwerthe der Argumente ergeben sich die Ausdrücke für den 
transformirten Integralmodul und den Multiplicator des transfor- 
mirten Integrales. Doch hat es kein besonderes Interesse, diese 
Beziehungen für alle möglichen Fälle der Transformation paaren 
Grades zu entwickeln, da die Formen dieser Transformationen sehr 

verschiedenartige sind, indem sich sn (-»^) als Quotient aus 

zwei Formen der ersten Gattung ((29) bis (34) des § 17) oder 
auch als Quotienten aus einer Form der ersten und einer der 
zweiten Gattung ((27) des § 17) darstellt.**) Die früher durch- 
geführte Transformation zweiten Grades liefert in ihren drei Re- 
präsentanten der nicht äquivalenten Klassen Beispiele für diese 
zwei Fälle. 



*) Es kann bemerkt werden, dass, wenn man in ähnlicher Weise 
bei der Constantenbestimmung für ein transformirtes ^ bei der Trans- 
formation unpaaren Grades verfahren wäre, die ^-Funktionen mit den 
Argumenten w in '&■- Funktionen für die Nuliwerthe der Argumente über- 
gegangen wären. Denn da k und/, wenn sie grade sein sollen, gleich 
Null gesetzt und wenn ungrade, gleich n genommen werden können, 
so wird w nur durch 2 getheilte Perioden liefern und es wird daher 
der Ausdruck für das transformirte ^ die in dem vorigen § angegebene 
Gestalt annehmen. 

**) Als Quotient zweier Formen der zweiten Gattung kann sich 
snl — , kj nicht darstellen, da das ungrade transformirte d" stets einer 
Form der ersten Gattung angehört. 
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Ich will nur die ßehandlung des einen Falles der Trans- 
formation paaren Grades durchführen, in dem sich & {r\ r'), so 
durch eine Form der ersten Gattung ausdrückt, dass der in 
Gleichung (3) vorkommende Index a = ist, und in dem ausser- 
dem & {v, /)o durch eine Form zweiter Gattung darstellbar ist, 
so dass sich somit diese beiden transformirten «d* - Funktionen, 
wenn wir in Formel (5) für a den Index 1 und für ß den Index 
wählen, ''') nur durch d^ (v), und O (v)q ausdrücken lassen. 
Damit dies stattfinde, müssen die Transformationszahlen a^, a^, b^, bi 
so beschaffen sein, dass für »»j^ = — 1, n^ = 1 von den Grössen 
m und q die erste ungrade, die zweite grade wird, oder dass 

^0 — a^ -f- «0 ^1 6'"c ungrade 
'^0 — ^1 ~l" '^« ^1 ß*"ß grade 

Zahl vorstellt, woraus folgt, dass 6^ und b^ grade, Aq jedoch und 
«, entweder beide ungrade, oder die eine grade, die andere un- 
grade sein müssen. Soll nun ausserdem noch das transformirte 
9 (r, t'Jq sich in die Form der zweiten Gattung setzen lassen, so 
müssen nt und q also 

— ^'i -|" ^'o ^1 und — b^ -f- b^^ ft, 

grade sein, woraus ersichtlich, dass entweder a^ grade, a^^ un- 
grade oder ^1 ungrade, a^^ ungrade sein müssen, da b^ und b^ 
in Folge der ersten Bedingung grade waren und alle vier Trans- 
formationszahlen nach einer früheren Annahme nicht sämmtlich 
grade sein durften. Den aufgestellten Bedingungen wird somit 
genügt, wenn von den vier Transformationszahlen 

entweder a^^ ungrade, «j grade oder a^^ ungrade, «j ungrade 
6q grade, 6, grade 6^ grade, ft, grado 

.sind. 

Da die Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen durch 
das Schema dargestellt werden 

so werden offenbar unter diesen stets Transformationen existi- 
ren, welche sich in der verlangten Form darstellen lassen, 

*) Die Tndices durften boliebig, mnsstcn jedocli vorscliitMlm sein. 
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indem man nur t ungrade und § grade zu nehmen braucht; es 
ist dann t' = —, da n grade ist, von selbst eine paare Zahl. 

Von den beiden oben bezeichneten Fällen führe ich den 
ersten, da derselbe einzig und allein für die Repräsentanten der 
nicht äquivalenten Klassen in Betracht kommt, an dieser Stelle 
durch , für den also allgemein die Transformationszahlen den Be- 
dingungen genügen: 

ÖQ ungrade, a^ grade, b^ grade, b^ grade. 

Der zweite Fall liefert dieselben analytischen Formen. 

Die Gleichung (3) geht sodann mit Berücksichtigung der oben 
gemachten Auseinandersetzungen über in: 






^(,)^.0(?7)]-0W^(?^)] 



••••[^w.^^((i-i)T)v*wo^^((f-i)T);]'. H) 

und wenn man hierin für v die Substitution v — ^ macht, so 
erhält man, wie man leicht aus der Transformationstabelle der 
'9'- Funktionen des § 4 ersieht, wenn man 

setzt, wo Q eine 4^^ Einheitswurzel vorstellt, die folgende Gleichung: 

K<t1-w<t);] ■••• 

•••• [w^((i-i)^);-w^((i-i)?);]. (8) 

woraus sich für v =^ v = der Werth der Constanten 

C = ^ ' ^'^ (9) 

ergiebt. *) 

^) Ich will bemerken, dass die Berechnung der Constanten C für 
den Fall der Transformation eines paaren Grades zur Herstellung der 
Transformationsformeln der elliptischen Funktionen nothwendig ist, 
während man sie bei der Transformation eines unpaaren Grades nur 
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Für die Bildung des graden transformirtcn ^ mit dem Index 
ist zu beaclilen, dass dasselbe nach den obigen Auseinander- 
setzungen für 

oder auch für 

^ = -^- — I -^ 

verschwindet, da das Argument v für den zweiten Summanden 
der rechten Seite nur um ganze Zahlen oder ganze Vielfache von 
X vermehrt wird [p und q sind noch unbestimmte ganze Zahlen), 
und ebenso wird jedes ungrade ganze Vielfache dieses Werthes 
von V das transformirte %• [v\ x\ zu Null machen. 

Bringt man den obigen Werth von v in die folgende Form: 

2p&i - (2y + \)_h^—[2pa, - i2q + l)a^,\x 

271 ~ 

SO wird man p = 1 setzen und 2q-{-l=f/ so bestimmen 
können, dass die beiden Ausdrücke: 

qb^^ — 2b^ , g a^ — 2«, (a) 

relativ prime Zahlen sind. Denn erstlich ist 

2aQh^ —2a^b^,>0, 

und ferner haben die vier Zahlen 6^,, 2^,, w^, 2«^ keinen ge- 
meinsamen Theiler, da b^^, ^|, «„, «, der Voraussetzung nach 
keinen solchen haben und, weil a^^ der Annahme nach ungrade, 
auch der Theiler 2 den vier Zahlen nicht gemein sein kann. 
Es genügen somit die vier Zahlen b^^, 2^|, a^), 2a, den beiden 
im § 21 aufgestellten Bedingungen, und die Zahl (/ ist daher 
so bestimmbar, dass die beiden Grössen (a) zu einander relativ 
prim sind, wobei noch zu bemerken, dass sich q' bei der Be- 
stimmung nothwendig als ungrade Zahl ergeben muss, da im ent- 
gegengesetzten Falle die beiden Zahlen {a) den Theiler 2 gemein- 
sam hatten. 

Bildet man nunmehr, wenn 

2pb^ - (2q + !)/>„ - \2pa, - {2q + D^ol^ _ 



2n 



7V 



znr vollständigen Entwicklung der Transformationsformeln der '9'-Funk- 

tionen brauchte, für die Berechnung des sn ( , k\ sowohl als des trans- 

formirten Integralmoduls jedoch unbestimmt lassen konnte, da die Con- 
Rtante in allen vier transformirtcn 'ö' -Funktionen dieselbe war. 
Koni gab erger, Transf. 7 
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gesetzt wird, die folgenden ungraden Vielfachen dieser Grösse: 

1 . fV — 1 , w 

3 . w — 3 . w 

5 . w — 5 . w . . . . . . (ß) 

(n — 1) . w — ^{n — 1) . w, 

deren Anzahl n und die sämmtlich für v gesetzt das transformirte 
•d- (v', t')^ zu Null machen, so behaupte ich, dass diese Werthe 
wesentlich verschieden, d. h. sich nicht bloss um ganze Zahlen 
oder ganze Vielfache des r unterscheiden können. Denn wäre 
dies nicht der Fall, so folgte: 

oder wenn man den obigen Werth des tv einsetzt: 

oder 

(r-5)[2p&, -(2g + l)6o] =2na 
und 

(r — s) \2pa, — {2q + l)««] = 2«/S, 

welche Gleichungen offenbar nicht statthaben können, da r — s 
nicht durch 2n theilbar ist und die beiden Grössen 

2pb, - [2q + l)&o . 2pai - [2q + l)a^ 

relative Primzahlen sind.*) 

Wir erhalten daher in dem Systeme [ß) n wesentlich ver- 
schiedene Werthe des r, für welche die transformirte O- Funktion 
verschwindet, und somit die folgende Gleichung: 

...|^Wi'^((^'-i)H'~'^Wo''^((^^-i)^),']'. . . . (10). 

Macht man hierin für v die Substitution v — \ und setzt: 

e ^ = 0, 

WO a eine vierte Einheitswurzel bedeutet, so ergiebt sich: 



*) Genaa nach derselben Methode werden für alle Fälle der grad- 
zahligen Transformation die Werthe des v bestimmt, für welche die 
transformirte -Ö*- Funktion verschwindet. 
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...[^(t;)22^((n-l);2;)o2-^(t;)32^((n-l)«;)i2], . . . (U) 
woraus für die Constante (f der Werth folgt: 

(T -^-^ . . (12). 

Durch Division der Gleichungen (10) und (11) ergiebt sich, 
wenn die Argumente v und v verschwinden: 



n 



^(t<;)i«^(3w)|g....>9-((w — l)u;V 



oder wenn 

2Crv = w 
gesetzt wird, 

sc M 

l/~r __ / i\"2 ß ^ ¥ gw(M>)» . .tw(3M>)^ .... gn((n— l)ü^)g - 

/^ AT, V J-j o cj • c„(^j« p„(3^)2 .... eii((n — Dw)« 

n n 

= (— 1)"2 a cj«" . {<n(w) . tn(3w) .... <w((«— l)w)}2 • • (14). 

Bildet man ferner den Quotienten der Gleichungen (7) und 
(10), so erliält man: 

»(.'.7)0 ^ • a », ^3'^^".^)^^(^2^y^....^j^(|_l)^)J^ 

• • • • {^ M,- ^ ((f - 1)-^"); - ^ Wo- ^ (6 - 1)"-°);; 

....{* Ml» d ((« - 1) «;V - ^ Wo* ^ ((« — 1) «>),*} 
oder 

(u .X 9 je« (w) . cn (3iv) .... cn (Jn — 1) w) | 

|c« (^ „j . c« (^^ j . . . . c« (^(^ - 1)- j j 

.9/2 (u) 



{«n* (m) — SV? [w)} {sn^ [u) — sn^ (3w)} 

I»' M - "'((f--)-)! 

i ^^ r— » (lö) 



« 
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odor yuch: 

"' l « 7 a\ In (w) . /;i (3/7) .... tti ((h — 1) tv) j 



^1 _.. •'"!:»_-Mi_._^fi:ü-.).... 



,2 C^"'^\l 



.S7/ (It) -■:, „ -- 

' J ' L ' , • • • • 









(lÜi. 



Setzt man hierin anf beiden Seiten it = 0, so ergiebl sich 
l'nr den Mnlüpliealor a des transformiilen Integrales die Glei- 



chnng 



J'"(":)'"C^')-"'((:-0":f) 



nnd lidut man sodann die oberen Granzen der in einander zu 
transformirenden Integrale ein, so erbfdt man: 

X' 



,'/ = 






" )!_. .'lV* h 



1 ? 



•"'■^ (G - -: 



( S7l» ((M - 1) «■)) 



(18 



welcber Ansdruck sich in seiner Form von dem für nnpaare Trans- 
formalionen gellenden dadnrcb nnterscbeidel, dass in jenem der 
firad des Zählers den des Nenners, in diesem der (Irad des 
Nenners den des Zahlers nni eine FJnlieit i'ibersleigt. 

Ich will nnn zeigen, dass die beiden ol)en angegebenen 
Klassen von Transformalionen ))aqren Grades , in denen entweder 
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Gq ungrade, a^ grade, b^^ grade, b^ grade 
oder 

Hf^ ungrade, «j grade, b^^ grade, ^j grade, 

die einzigen sind, in denen sicli y als rationale Funktion von 
X ausdrückt, Mährend für die andern nur die drei eiliptisclien 
Funktionen des einen Integrales rationale Funktionen der drei 
elliptischen Funktionen des transforinirten Integrales sind. 

Da nämlich die imgrade transforniirte •&- Funktion stets in 
der Form der Gleichung (3j darstellbar ist, so wird, wenn wir 
ims den Ausdruck durch 0* (?j)^" dividirt denken, von dem Faktor 

^ (w)i -9" (»)« 
& Wo &• (i;)ü 

abgesehen, die rechte Seite der Gleichung eine ganze rationale 
Funktion mit nur gradcn Potenzen von x bilden. Die grade trans- 
/brmirte ^-Funktion mit dem Index dagegen wird sich nun in 
zwei verschiedenen Formen ergeben können: 

1) Es habe diese Funktion die Form der Gleiclumg (3), d. h. 
sie gehe aus der ungraden transformirten -^-Funktion durch Sub- 
stitutioD einer halben Periode für v hervor, dann wird, wenn 
man auch hier den gesammten Ausdruck durch ^ {v\/' dividirt, von 
dem ersten Faktor abgesehen, dieser Quotient eine gaiuse rationale 
Funktion mit nur graden Potenzen von x sein, da in allen Klani- 
mcrn nur die Quadrate der •&- Funktionen vorkommen. Und 
wenn man endlich diese transformirten ^-Ausdriicke durch ein- 
ander dividirt, so wird der Ausdruck nur ganze grade Potenzen 
des a: enthalten, von einem Faktor abgesehen, der in den folgenden 
dreierlei Formen auftreten kann : 



oder 



d' Wi -^ Wo 

^ {v),_&{v)., 
^ (v)o -ö" (w)o 


^ Wi -^ (i;)2 
,^^1^3,, '9" Wo 'S- Wo ,^^, 


l&{v\^ Wa 
^ (tOü ^ (4. 
^ (ü)o ^ (»').> 

• 


Vi x^ yr 


-■■ c^x"' V\ - r'^x'- 


Kl a-' 



i\s kann sich somit y in diesem Falle nicht als eine rationale 
Funktion von x darstellen lassen. 

2) Stellt sich -O- [v\ x)^^ in der Form der Gleichung (5) dar, 
so ist, wenn man den Ausdruck durch ^ (/>),/' dividirt, dieser 
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Quotient in jedem Falle eine ganze Funktion von x mit nur graden 
Potenzen dieser Grösse, und es wird also der in -ö* [v\ x\ vor^ 
kommende Faktor 

^ iv)i ^ (v)a 
-9- (v)o «• (»)o 

darüber entscheiden , ob y sich als rationale Funktion von x dar- 
stellen lässt. Da dies aber offenbar nur dann der Fall sein kann, 
wenn a = ist, so muss für die Transformationszahlen nach 
den oben gemachten Auseinandersetzungen die Bedingung gelten, 
dass 6q und h^ grade Zahlen sind, und wenn noch ausserdem 
^ [v, r\ in der Form der Gleichung (5) sich darstellen lassen soll, 
so folgt, dass 

ÜQ ungrade, a^ grade oder a^ ungrade, a^ ungrade sind, 

mithin dieselben Bedingungen, die wir oben gefunden. 

Wir haben somit in den vorher ausgeführten Formeln für eine 
Transformation paaren Grades alle Fälle erschöpft, in denen das 
y sich als rationale Funktion der entsprechenden Grösse x aus- 
drücken lässt. 



Zelinter Abschnitt. 

Ansfohning der Transformationsformeln fflr 
ein beliebiges elliptisclies Integral 



§ 26. Die Transformation der elliptischen Integrale sweiter 

und dritter Gkittiing. 

Nachdem wir die allgeineiue rationale Transforinalion für das 
elliptische Integral erster Gattung behandelt, wird es nach den 
in den ersten drei Paragraphen gemachten Auseinandersetzungen 
möglich sein, die rationale Transformation eines beliebigen ellip- 
tischen Integrales 

l\^._-j:^ (1) 

auf ein anderes von der Form 

durchzufuhren. 

Da nämlich gezeigt worden, dass die Mögiicfakeit der ratio- 
nalen Transformation des Integrales (1) in (2) die nothwendiK«* 
fiedingung nach sich zieht, dass dann auch das clliptisclie Ini«*- 
grai erster Gattung 

dx 

in das Integral erster Gattung 

/• du 

trausformürbar ist, und dies Problem im Vorigen vollstündiK «er- 
ledigt worden, so wird es sich nur darum liandriu, daH vor- 



fr 
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gelegte lolegral (Ij nach bekaniilen Methoden in die Summe eines 
elliptischen Integrales erster Galtung, eines zweiter Gattung, einer 
Summe von elliptischen Integralen dritter Gattung und einen alge- 
J^raisch - logarithmischen Theil zu zerlegen und unter der Voraus- 
setzung der Transformationsformeln für die Gleichung 

/* 'i^^ = a /' ^ 

jeden einzelnen Theil für sich zu transformiren. 

Es ist somit das Transformationsprohlem des* allgemeinen 
elliptischen Integrales auf die Lösung der Aufgabe zurückgeführt, 
die Transformationsformeln des elliptischen Integrales zweiter und 
dritter Gattung zu entwickeln, wenn man die des ersten Inte- 
grales als bekannt voraussetzt; und zwar wollen wir hier nur den 
Fall behandeln, in welchem die elÜptischen Integrale erster Gattung 
durch eine Transformation unpaaren Grades in einander über- 
geführt werden, indem wir die Transformationen paaren Grades 
aus solchen unpaaren und zweiten Grades zusammensetzen oder 
auch für dieselben nach der jetzt folgenden Methode mit Hülle 
der im § 25 entwickelten Transformationsformeln verfahren können. 

Das elliptische Integral zweiter Gattung lautete nach § 1: 



J • K(l - ^'^•') (1 ■ 





oder 

^ (^ c) =- - /*-. ^j^ _. 1 /' {\-c^x^)dx_ 

*^ ' ^'' J K(l - cc^) (t - c« x'^) ^^ J Vn - x^) (1 ~ c»a;^) 

o 

w 



^ — 2 i dri' u . du , 
' ' J 



wenn 



j 





dx 



K(l — .-c«) (1 — <'«.r') 

gesetzt wird. 

Bezeichnet man: 

f dn^u . du mit £ (u), 



so dass: 



/du [dn^ [u + n) -\-.dn''- [u — «)] = E (u 4- a) 4- £ (u — a) 

\ I V / 



Ansnibmnr ätn Truite»T'.iriE-;":!üi:>'i'*-n-. 'i ;. ^ » Vi.S 

i>l, «laiui tTiieiil dir Jrlzii «ii'.'iL:]ii]iu. ri"> 5f 1'4 



ulirr wenn diese Gleicfaiui^ rwis^bcu •Ifii (iriiiircn ui.'i! > in 
Icgrirt wird: 

üa mm nacb dcrm AddiiiiiijsiLM«reiut- ilci cllifiii^ihcii Intr^ii^lc 
zHalcr GaltuD:: : 

SO gehl die Bexieiiuu^ zvistheu drr üansfoniiiricn F-KnnkHi^n 
uud der ursprünglicbeu üIht iu: 



„E ü ^IeQ.L)-^'2 









Es lautet Si*niit, da 



<- « - 

ist, die Transrorniationsfoniiel iiiipaareu liiades Im dio ollipiisrhon 
Integrale zweiter Gattung, ^^^nn man die im § !?-( ont\xirkollo 
Relation : 

;/— J + 20, :^-2rw) 
iieriicksichü^t, IVd^endermassen: 

,, ^t» ly » ^') — "'* <'■' ^n ''^' . '•) + - c'^ Q " 

«- l 



'»iit» 



= — 2c*sfm . cNit . f//uf . >7 



p 1 — <**,vw' w . ,v«' ly 

ich gehe nun zur Losung der analogen Antgaho Für du* 
elliptischen Integrale dritter tiattung über, die ich unmilielhar 
aus den oben gegebenen Transrormationst'ormeln der {>- Funktionen 
für einen unpaaren Transforniationsgrad herleiten will. 
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Das durch die Gleichung: 



u 



rr , X /*c^ . sna , cna . dna . sn*udu 
n M, a, C) = I :; 5 — = = 



definirte elliptische Integral dritter Gattung wird bekanntlich mit 
Hülfe der '&- Funktionen in folgender Weise ausgedruckt: 

n («, «, c) = « . d log -^l^ + i log ^^T^7 (^'- 

Ebenso ergiebt sich: 

Nun ist aber, wie man leicht aus der Formel (8) des §24 
ersieht, da nach den Transformationsrelationen 



V =--^'V 



ist, 

t-i 



(-1) ' -^(^'1= ^h^c'');j7^-'=^*''^«^''^*t| 



oder 



^=1,2,...-^ 



dcc dcc 



^ .1 mm 

Strq- 



2 C hti 



— 2c^ snci . cnu . c?na yq z. , (5) 

1^ 1 — c^sn^asn^q- 



n 
und ebenso ergiebt sich aus der angeführten Gleichung: 



Ausführang der Transformationsformeln u. s. w. 
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Wenn man nunmehr die Gleichung (3) mit n multiplicirl und 
von Gleichung (4) abzieht, so erhält man vermöge der Relationen 
(5) und (6) die folgende Transformationsformel für die elliptischen 
Integrale dritter Gattung: 



n (^,^,k^-nn(u.a,c) 



= — 2u . c^ sna . cna . dncc 



w— 1 
~2~ 



IrßlttO 



Sfi^^l 




n 



q — 



4 9 2 «2 ^^ 



+ ^ 



«— 1 

2 




.«log 



moo 



^ 9 9 TWtU o / X 

1 — c^sn^q — Sfv (u — a) 



nuo 



(7)- 



1 — c^sn^q — Sfi^ [u + et) 



Mit der Lösung des Transformationsproblems für die ellip- 
tischen Integrale erster, zweiler, dritter Gattung ist das allge- 
lueine rationale Transformationsproblem für elliptische Integrale 
erledigt. 



X 



Eilfter Abschnitt. 

Die allgemeine algebraische Transformation. 



§ 27. 

Nachdem im Vorigen die Lösung der Aufgabe, ein ellipti- 
sches Integral erster Gattung so in ein anderes zu transformiren, dass 
^ die drei elliptischen Funktionen des einen rationale Funktionen 
der elliptischen Funktionen des andern sind, vollständig entwickelt 
worden, wollen wir die Lösung des allgemeinen algebraischen 
Transformationsproblems auf jene Aufgabe zurückfuhren, wobei 
wir bemerken, dass die Möglichkeit der Zurückfuhrung bereits 
in den ersten drei §§ des ersten Abschnittes gezeigt worden. 

Es sollen alle möglichen Fälle gefunden werden^ in denen 
der Differenzialgleichung 

dx a dii , , 



durch eine algebraische Gleichung zwischen den Veränderlichen 
X und fj: 

f (^^^ y) = o 

genügt werden kann, wenn o; = 0, y = entsprechende Werthe 
sind. *) 

Setzt man die Seiten der Gleichung [et) = du, so ergiebt 
sich, da 

X = sn (u, c), y = st^ l f k\ , 

die Relation 

f Isn [u, c), sn t— , k\\ = 0. 

*) Dass diese Bedingung keine Beschränkung der Allgemeinheit in- 
volvirt, geht aus den im § 6 gemachten Auseinandersetzungen hervor. 
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Werden nun dem m der Reihe nach die Werthe 

M + 4mC, u + 2nuC' 

beigelegt, worin nt und m' ganze Zahlen bedeuten, so erliält man 
die beiden Gleichungen: 

/ (sn{u + 4m ^, c), sn (^"H- ^, kfj = 0, 

r (sn {u + 2n{tC. c), sn (j + ^^'^^^ kj\ = 0, 

woraus sich, da diese in Bezug auf sn (w, c), sn l " , A j alge- 
braisch sind, für die unendlich vielen ganzzahligen Werlhe von 
m und m' nur eine endliche Anzahl von Werthen der Grössen 



s?i 



(' + i^. *) - » (l + »"L.-C-, ,) 



ergeben darf; es müssen daher für gewisse m, n, m', n die bei- 
den nachfolgenden Relationen stattßnden: 

sn ( -] , k] = sn i -f- , A ) 

„(:+-;'^.*)-.-.(:+^"-.'".*). 

Aus der Theorie der doppelt periodischen Funktionen folgt 

sonach, wenn 

m -~ n = m , in' — n' == w/ 
gesetzt wird, 

Am C=4a r K -{- 2a s i Ä" j^ 

2m i(f = Aar K -\-2a s i K' ) 



(IJ 



oder 



2m C = 2a r K -f- a s i h" 
m i C/ = 2a r K -\- a si K' , 



woraus: 



2;w Ir -f- .v' z' , «2»/ r z — 4/w r 
m 2?" -j- i* T Im s — s vi t 



(^) 



a = 2m ' ,. - — j- / = .TTw / > X C^'w s — s m x) 



Während die Argumente der 9^ -Funktionen, die zu. diesen 
elliptischen Integralen gehören, durch die Gleichungen be- 
"^timmt sind: 

a 
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also: 

C 2r + 5 t' 2 (r «' — r s) /«x 

V = —^ V = j^ V = x-^nr — V , . (6). 

a K 2i» 2m s — 8 m r ^ ' 

Dies sind die nothwendigen Bedingungen dafür, dass die 
Differenzialgleichung (1) ein algebraisches Integral habe, und es 
soll nunmehr gezeigt werden, dass es unter Hinzuziehung einer 
die Zahlen r, s, r\ s angehenden Bedingung auch die hinrei- 
chenden sind, mit andern Worten, dass dann zwisthen 

&[v,x\, ^[v,x\y ^[v,z\, ^[v\t\ 
und 

eine homogene algebraische Gleichung stattfindet. 

Um die Bedingung aufzufinden, der die Zahlen r, 5, /, s 
genügen müssen , damit eine algebraische Transformation möglich 
sei, ist zu beachten, dass, wenn x der Modul einer «^-Funktion 

werden soll , der reelle Theil von — wesentlich positiv sein muss. 

>Da nun 

2mrx-4mr 

T = 



" 2ms' — sm'%* 

SO wird, wenn 

gesetzt wird, worin t^ eine wesentlich positive Grösse ist, 

, 2m* r t — 4;ä / + 2m' r t* i 

x • ^ . — 

2ms — sm t — s m t^ i 

[2?n vi — 4;« r' -f" 2»i' r /| i] [2m s' — sm t -\- sm t^ f ] 

J^ms —s m tY + s« w « «1« ' 

r 

es hängt somit das Zeichen des reellen Theiles von — von der 
Grösse ab: 

{2m rt — 4mr') sint^ -|- (2ms' — sm't) 2m'r/j, 

oder da i^ wesentlich positiv, von 

mm' (r / — r s); 

es ist also jedenfalls als eine nothwendige Bedingung für die 
algebraische Transformation die folgende hinzuzufügen: 

mm^ (r $' — r s) >• 0, 

und es soll nunmehr gezeigt werden, dass diese und die frühe- 
ren zusammen auch wirklich die hinreichenden Bedingungen 
liefern. 
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Wendet man nämlich auf das vorgelegte Integral die durch 
die folgenden Transformationszahlen 

ÖQ :^ — 2m r, ö| == — s tn, b^ = — 4m r, b^ = — 2s m 

definirte rationale Transformation an, für iivelche der Grad 

Aq 6j — a^ bQ = Amtn {r s' — r' 5) = n > 

ist, dann ergeben sich aus den Formeln des § 5, wenn r^ und 
r, den Modul und das Argument der transforn\irten O- Funktion 
bezeichnen, die Relationen: 

T, = - — *—r~^~' — > v* = — m .(2r + s t,) v, (4) 

wud es folgt aus der oben durchgeführten Theorie, dass von 
rinem Eiponentialfactor abgesehen die vier «d- - Funktionen 

-^(«^1.^1)0» ^(«^1.^1)1» '^(«'l'^l)2- '^^»^1)3 

sieb als ganze und homogene Funktionen fi*^" Grades durch die 
'9-Fnnktionen des gegebenen Systemes ^ [v, x)a ausdrucken lassen. 

Da nun aber 

r, = X, V = - ^ (5) 

ist» und nach dem im nächsten Abschnitte zu behandelnden Multi- 
plicationsproblem 

% ( — 2mm' V, t)a oder ^ (?», , t,)^ 

sich als homogene ganze Funktion des 4m^m'^^^" Grades der 
^-Funktionen von der Form 

darstellen lässt, so wird man, wenn dieser Ausdruck mit den 
ofcen zwischen ^(vj, rj« und ^{v, x)ß gewonnenen homogenen 
.4iisdröcken zusammengestellt wird, eine homogene algebraische 
(ileichung zwischen 

^ [v, t)„ und ^ [v, x)ß, 

also einen algebraischen Zusammenhang zwischen den elliptischen 
Funktionen beider Integrale erhalten. 

Es smd somit die oben aufgestellten Bedingungen (1) zwi- 
schen den Perioden der in einander zu transformirenden Inte- 
grale vereint mit der Ungleichheit 

mm (r s — / 5) > 
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die zur algebraischen Transformalion nothwendigen und hinrei- 
chenden Bedingungen. 

Ich schliesse nunmehr die allgemeine Transformationslheorie 
mit einer Bemerkung, die es rechtfertigen soll,, dass wir uns von 
Anfang an nur mit solchen rationalen Transformationen beschäf- 
tigt haben, für welche sich nicht nur y als rationale Funktion 
von X, sondern die drei elliptischen Funktionen des einen Inte- 
grales rational durch die drei elliptischen Funktionen des andern 
Integrales ausdrücken lassen sollten. Stellt man sich nämlich 
die folgende Aufgabe: 

Ks ist das System von Differentialgleichungen vorgelegt: 

dx , a dy . ■ 

== au, ,. _ - - -i z==z du. 



K( 1 - ^') (1 - c^' ^**) K(i^ y^) a - ~k^ y') 

es sollen k und a auf die allgemeinste Weise so bestimmt wer- 
den, dass 2/ eine rationale Funktion von x ist, so ergeben sich 
offenbar für die Perioden der beiden Integrale die nachfolgenden 
Bedingungsgleichungen*): 

AC=Ara K +2s a i K' \ 

für welche 

r s — / 5 >• 
ist. 

Diese Beziehungen sind offenbar die der (iloichungen (1), wenn 

in diesen ;/i = 1, m = 1 gesetzt werden, und es ist somit 

auch hier mit Beibehaltung der oben eingeführten Bezeichnungen 

jede der Funktionen 

eine ganze homogene Funktion des rs — /s**" Grades der 
^-Funktionen des gegebenen Integrales. Nun lasst sich aber 

als homogene ganze Funktion 4^®" Grades 'durch die "^-Funktio- 
nen mit dem Argumente v und dem Modul / ausdrücken, und 
es wird sich daher im Allgemeinen für beliebige r, s, r, s nur 
ein algebraischer, nicht ein rationaler Zusammenhang zwischen 
den transformirten ^-Funktionen und den ^-Funktionen des vor- 

*) S die Betrachtungen des § 5. 



IMe mll^meine algrebraisclir TraDS^fr-rmatioD. \\ 



•■> 



gelegten Syslemes ergehen. Man ersieht endlich leiohl aui^ den 
Gleichungen ,2) und ^3 . das> nur. wenn 



9 , o- 



gesetzt wird» wofür 

r s' — r s =^ r s — g 6 

ist, der algehraische Zusammenhang zwischen ^ und j* ein ra- 
tionaler wird; dann gehen aher nach (iV die Periodengloiclmn- 

gen in 

4C=4r.ffÄ + le.aiÄ" 

4i C = 4^' a II -\- 4/ a i K\ 

d. h. in die Periodengleichungen des § 5 über. Finden also 
nicht die im § 5 aufgestellten Bedingungen ^4i statt , d. h. lassen 
sieb nicht die drei elliptischen Funktionen des einen Integrales 
rational dfirch die drei elliptischen Funktionen des andern Integrales 
ausdrücken, so wird auch im .4Hgemeinen die obere Granze des 
transformirten Integrales nicht eine rationale Funktion der obe- 
ren Granze des vorgelegten Integrales sein können, und wir waren 
somit von Anfang an für die Behandlung des allgemeinen ratio- 
nalen Transformationsproblems berechtigt, nur den Fall zu be- 
trachten, für den die drei elliptischen Funktionen des einen 
Integrales rationale Funktionen der drei elliptischen Funktionen 
des andern Integrales sein sollten. 



Königsberger, Transf. 



I 
I 



Zwölfter Abschnitt. 

Die Multiplication der elliptischen 

Firnktionen. 



§ 28. Definition des Multiplicationsproblems. 

Unmittelbar mit der Transformationstheorie liängt die Lehre 
von der Multiplication der elliptischen Funktionen zusammen, die 
wir in diesem Abschnitte behandeln wollen. 

Wir definiren das Multiplicationsproblem folgend ermassen : 

Es ist die Differentialgleichung 

dx a dy .<k 

K(l — ^^Hl"^ c2 x") ~ V(\ — y*) (1 — c2 y^) ' ' ' ^' 

vorgelegt, in der c eine beliebig gegebene, a eine zu bestim- 
mende Grösse ist; es sollen alle möglichen Fälle gefunden werden, 
in denen man der Differentialgleichung (1) durch eine algebraische 
Gleichung zvvischen x und y genügen kann, wenn x = y = 
entsprechende Werthe sind *). 

Setzt man 

^-=.=£^_^^ = du, ^^.^JlL^^^ = d ^' , 

SO werden die im § 27 für die algebraische Transformation auf- 
gestellten Bedingungsgleichungen (1) unter den Perioden der in 



*) Auch hier ist diese Bedingung ebenso wenig, wie sie es für das 
Transformationsproblem war, eine Beschränkung der Allgemeinheit. 
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einander überzuführenden Integrale die für die algebraische Mul- 
liplication nothwendigen Bedingungen liefern, wenn man in diesen 

K=C, K' = C' 

setzt, und man erhält somit für die Perioden des vorgelegten In- 
tegrales die folgenden Gleichungen: 



a s i C )^ 



also durch Division: 



(2) 



m 2r + s' T 

T — ' 



2m 2r -\- s X 

oder 

m s T^ -\- 2t [r rn — m /) — 4m / = . . . (3). 

Da aber r, wenn es nur der Convergenzbedingung der 
-^-Funktion unterworfen wird, im Uebrigen beliebig, also im 
Allgemeinen nicht grade die Lösung einer quadratischen Glei- 
chung mit ganzzahligen Coefßcienten sein soll, so müssen die 
Transformationszahlen der Perioden den Gleichungen genügen: 

ms = 0, rrn — ms' =^ 0, mr = 0, . . . (4) 

und daher, weil m und m' nicht Null sein können, wie unmittelbar 
aus den Gleichungen (2) hervorgeht, 

s = 0, r = 0, rm — ms' = 0, .... (5) 

oder mit Hülfe der ersten der obigen Periodengleichungen (2): 

m m 

r s' 

d. h. der Multiplicator a muss, wenn eine algebraische Mul- 
UpUcation für ein beliebiges c möglich sein soll, eine rationale 
Zahl sein. 

Wir werden nun im Nachfolgenden zeigen, dass wenn a 
eine ganze rationale Zahl, das algebraische Multiplicationspro- 
blem stets. lösbar ist und werden die vollständigen Auflösungen 
desselben entwickeln. Ich will jetzt nachweisen, dass, wenn wir 
die Lösung des ganzzahligen Multiplicationsproblems als bekannt 
voraussetzen, sich von der vorher gefundenen nothwendigen Be- 
dingung für die allgemeine algebraische Mnltiplication, dass näm- 
lich a eine rationale Zahl ist, leicht nachweisen lässt, dass sie 
auch die hinreichende sei. 

8* 
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Denn sei 



m 
a = — 



r 

worin m und r ganze Zahlen sind, und die Diiferenzialgleichung : 

dx m dy 

vorgelegt, so wird man diese in die folgenden beiden Differential- 
gleichungen: 

dx dz 

m 



//(l _ a;2) (1 — c2 x^) y(l — 2«) (1 — c« z«) * 

dy dz 

V(i — if) (1 — e« y«) ~~ ^(1 — 2«) (1 — c>^ 2«) 

zerlegen können, von denen eine jede der Voraussetzung nach 
ein algebraisches Integral hat. Eliminirt man nun zwischen bei- 
den algebraischen Integralen die Grösse z, so erhält man eine 
algebraische Gleichung zwischen x und y als Integral der Diffe- 
rentialgleichung 

dx m dy 

Vil — x^) (1— c«a;«) ~ r V(l — y^) (1 — c« y^) 

oder wenn die beiden Seiten der Gleichung = du gesetzt wer- 
den, eine algebraische Gleichung zwischen 

sn (— ) und sn (u). 

Es handelt sich somit jetzt nur um die algebraische Lösung 
der Differentialgleichung: 

dx dy 

— n 



KiT — ^^) (1 — c' ^') Vii - y') (i"— c« y^) ' 

in der c eine beliebig gegebene, n eine gegebene ganze Zahl ist, 
und diese Aufgabe wiederum wird, wie aus den schon oben in 
der Transformationstheorie angewandten Prinzipien bekannt ist, 
gelöst sein, wenn man zeigen kann, dass sich 

^ [nv, x)a 

algebraisch durch die -Ö*- Funktionen mit dem Argumente v und 
dem Modul r ausdrücken lässt. 

§ 29. Herleitung der Multiplicationsformeln aus dem 
Additionstheorem der «d*- Funktionen. 

Zur Lösung des Multiplicationsproblems werden wir im FoH 
genden zwei wesentlich von einander verschiedene Methoden ai 
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wenden» von denen die erste, von dem Addilionslheorem der 
0*- Funktionen ausgehend, successive für wachsende ganzzahlige 
Muitiplicatoren die Multiplicationsformeln liefert, die zweite, auf 
die oben durchgeführte Transformationstheorie sich stützend, un- 
mittelbar die Lösung für einen beliebigen ganzzahligen Multipli- 
cator ergeben wird. 

Setzt man in den Formeln (14) und (15) des § 4: 

(w + 1) V für u, mv für v, 
so gehen dieselben über in: 

= & ((m + 1) vy ^ {mv)Q^ _ ^ ((;„+ 1) vy ^ (mvy 

V.^((2m+l)t^), ^(t^)i 
- . = -a- ((m+ 1) vy ^ (mv)^^ — d- C(m + 1) v^ d^ (w?;),^ 

V.^((2m + l)t;)2'^(e;)2 
= '9' ((m+ 1) vy/ d' {mv)Q^ — d' ((m + 1) v\'^ & (mv)^'^ 

= ^ ((m+ 1) vy ^ {mv),^ — ^ ((m + 1) vy ^ {mvy 

und setzt man ferner in eben diesen Gleichungen 

m V für u, mv für v, 
so ergiebt sich: 

V.'^(2Ho= '^(mt;)o^— ^(mt;)i^ 
•^0 • '^2 • '^3 • '^ (2mt;)i == 2d-(mv)Q d'(mv)i ^(fnv)2 '^ Wa 



(l) 



I 



[mvy J 



(2). 



V- "^3 • ^ (2mv)^ = ^{mv)^^ ^(mv)o^''&{mvy ^(j 

Aus diesen Gleichungen erhalten wir nun successive die d' 

aller ganzen Vielfachen des Argumentes v. Denn das System (2) 

liefert zuerst 

^(24, ^(2v),, &(2v)^, <9(2e;)3 

als rationale Funktionen von 

^{v)q> ^{v)x, ^{v)., ^(v):^; 
mit Hülfe dieser Ausdrücke erhält mau aus dem Systeme (1) die 

Funktionen: 

« (32;)o\, ^(3t;)i, ^ {3v)^, '^(3% 

i)ann weiter aus (2) die Grössen 

^(42;)o, ^{4.v),, &(4.v)^, & {^v)., 
U, s. w., endlich die Funktionen 

^ (nv)Q, & (nv)i, d" {nv)2, ^ {nv)^ 
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für jedes gaiizzaliligc ?i als rationale Funktionen von 

^(v)o> ^(^h» ^{V)2» ^(Vhy 

deren Coefficienten rational aus^Q, d^^, ^^ zusammengesetzt sind. 

Gehen wir nun zu den elliptischen Funktionen über, die 
sich aus der Division der obigen ^-Formeln ergeben, so erhält 
man, w^nn 



gesetzt wird, 
sn ((2m+l)M) = 

,n(i2m + l)u) = -^-^^ 
und ähnlich: 

sn (2wu) = 



2C v = u 



sn^ ({m -\- i) u) — sn^ (mu) 



sn (m) 1 — c* sn^ ((»* + 1) u) sn^ {mu) 

1 cn^ ({wi + 1) m) — ß?«* ((»«+ 1) u) sn* (mu) 
1 — c* sn^ ((w -f" 1) ") ^'i* (wim) 
dn ^ ((2m+l) u)—c^cn^ (jm+l) u) sn* (mu) 
1 — c* sn* ((m -|- 1) ?/) sn* (mu) 



2 sn (mu) cn (mu) dn (mu} 



1 — c* sn* (mu) 
/ex \ cn* (mu) — dn* (mu) sn* (mu) 

cn (2mu) = — ^—{ 5 — rr^ — ^ — " 

^ ' 1 — c* sn* (mu) 

, /rt V dn* (mu) — c* cn* (mu) sn* (mu) 
dn (2mu) = — ^ 



(4). 



1 — c* sn'* (mu) 

Aus diesen Gleichungen kann man nun successive die Aus- 
drücke der drei elliptischen Funktionen für ganze Vielfache der 
Argumente durch die drei elliptischen Funktionen für die ein- 
fachen Argumente ableiten und es werden die in diesen Formeln 
vorkommenden Coefficienten, wie man leicht sieht, ganze rationale 
Funktionen von c^ sein. Die allgemeine Form dieser Ausdrucke 
ist nicht schwer zu erkennen. Denn entwickelt man, um die 
Gestalt von sn[nu), cn{nu), dn{nu) festzustellen, die Multiplications- 
formeln für die Vervielfachung mit 2, 3 und 4, so ergiebt sich: 

sn u 



sn 2u == 2 cn u dn u 



1 — c* sn* u 



c 1 — 2 sn* u + c* sn* u 

cn 2u = ' • 

1 — c' sn* u 



dn 2m = 



1 — 2c* sn* u-^- c* sn* u 



sn 3w = sn u ' 
cn Su = cn u * 



1 — c* sn* u 

3 — 4 (1 -f- c*) sn* u -f- 6c' sti* u — c* s/i^ u 
1 — 6 c« sn* u + 4:C* (1 + c*) sn^ u — 3c* sn^ u ' 

1 — 4 sn* u -\- Qc* sn* u — 4c* sn^ u -{- c* sn^ u 
1 ■— 6c* sn* M + 4c2 (1 + c*) sn^ u — 3c* sn*" u 
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, rt , . 1 — " 4c* sn^ u -\- 6c* 571* u — 4c* sn^ u-\- c^ sn^ u 

1 — 6c2 sn* u + 4c2 (1 + c«) sn^ m — Sc* sn'' u 

4«ntt — 8(1 + c*)«7i3m+20c*57i5m— 8(1 — c*)c*««^M — 20c*Ä««M 

, + 8 (1 + c*) c^ ^n" M — 4c^ 5w*3 M • 

^n 4W ^ _ 2Q^2 ^„4j^^32 (1 -j-c*) c2 5^6 M — 2 (8 + 29c2 + 8c*) c« «nöM 

+ 32 (1 + c2) c* sn'OM — 20c« sn>^u + c^ äw'6|^ 

l--8Än*M+(8+5c*)ÄW*2*— 8(3+4c*)c2Än6M+2(27+2c«)c*ÄW«M 

. — 8(3+4c*)c*672<o?^ + (8+5cg)c^gw'*M — 8c6j?w^*m+c8 5w'6m 

cn 4M j_2Q ^2 ä;j»m + 32 (1 + c2) c« «w«m— 2 (8 + 29 c«+8c*) c« ä»«m 

+32 (l + c*) c* 5»*0m— 20 c« «n*2y+c^ ««*®«' 
1—8 c*Ä7i*i<+4 (5+2c*) c^ÄTi*«— 8(4+3c«) c^sn^ w+2 (8+27c*+3c*) c«»«»^ 

1 — 20 c* 5n*M + 32 (1 + c*) c* s«« m — 2 (8 + 29 c« + 8c*) c* »n»« 

+ 32 (1 + c*) c* Äw'o^^ — 20 c6 8n>^u + c« ä»*« m 

Es ist somit der Zähler von sn 2u von dem Faktor cnu.dnu 
abgesehen eine unpaare Funktion von snu vom Grade 2^ — 3, 
der Nenner eine paare vom Grade 2^, der Zähler von «n 4w von 
cnu . dnu abgesehen eine unpaare Funktion von snu vom Grade 
42 — 3, der Nenner eine paare vom Grade 4^; für cn2w, dn2u 
sind Zähler und Nenner paare Funktionen vom Grade 2-, für 
cn 4m, dn 4m vom Grade 4^. Ferner ist der Zähler von sn 3m eine 
unpaare Funktion vom Grade 3^ der Nenner eine paare vom 
Grade 3^ — 1; die Zähler von cn 3m, dn 3m, resp, von den Fak- 
toren cnu, dnu abgesehen, paare Funktionen von snu vom Grade 
3^ — 1, die Nenner ebenfalls vom Grade 3^ — 1. 

Wir wollen zeigen, dass das aus diesen Ausdrucken leicht 
zu entnehmende Entwickelungsgesetz für die elliptischen Funk- 
tionen von vielfachen Argumenten allgemein richtig ist. 

Das Gesetz lautet folgendermassen: 

Der Zähler von sn 2ku ist von dem Faktor cnu . dnu ab- 
gesehen eine unpaare Funktion von snu vom Grade {2k)'^ — 3, 
der Nenner eine paare Funktion vom Grade (2k)\ Für cn 2k u 
und dn 2k u sind Zähler und Nenner paare Funktionen vom 
Grade (2ä)2. Ferner ist der Zähler in der Entwicklung von 
sn (2A:+1) u eine unpaare Funktion von snu vom Grade {2k -{-1)^, 
der Nenner eine paare vom Grade (2^+1)- — 1; die Zähler 
von cn (2k + 1) m, dn (2k -{- 1) u sind resp. von den Faktoren cn u, 
dnu abgesehen paare Funktionen von sn^ vom Grade (2k-]-lY — 1, 
die Nenner ebenfalls vom Grade (2k + 1)^ — 1. 

Um dieses Gesetz allgemein zu beweisen, nehmen wir an, 
es werde bis zu einer bestimmten Gränze, bis zur graden Zahl 
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2m und zur ungraden Zahl 2m -]- 1 hin befolgt» es soll gezeigt 
werden, dass es auch für die nächste grade Zahl 2m -\- 2 und 
die nächste ungrade Zahl 2m -\- 3 gullig bleibt, und zwar wollen 
wir diesen Beweis nur Tür die Funktion sn {2m -{- 3) u an dieser 
Stelle durchführen; genau dieselbe Methode führt auf die andern 
Funktionen angewandt zum gleichen Resultate. 

Bezeichnet man nämlich mit Fr eine ganze Funktion r^^^ 
Grades von snu mit nur ungraden Potenzen dieser Grösse und 
mit fs eine Funktion s^^^ Grades mit nur graden Potenzen von 
snu, so wird die erste der Gleichungen (3), welche, wenn m-\-l 
für m gesetzt wird, in 

sn ((2m + 3) u) = -^ • ^"'^",^,^'117?' ^w,''"!',"? . 
^^ • ^ ^ snu X — c^ sn^ ( (»i + 2) u) *n* ((m + 1) u) 

übergeht, für die Annahme, dass w + 2 eine grade, also m-\-l 
eine ungrade Zahl, die Form annehmen: 

^2{m-^2)'^S '^^ 2(w-|-l)^— 1 

(a) sn {(2m + 3) wj = '—^ 5-=y 

/*2(«i4-2)» /2(m+l)'— 2 

Somit wird der Grad des Zählers, der offenbar nach un- 
graden Potenzen von snu fortschreitet, 

2 (w + 2)2 + 2 (m + l)2 — 1 = 4m2+12w + 9 = (2m + 3)2 

und der des Nenners, welcher eine grade Funktion von ^nti ist: 

2 (m + 2)2 — 2 + 2 (m + l)2 = 4w2 + 12m + 8 = (2m + 3)2 — 1 
sein. 

Ist umgekehrt m + 2 eine ungrade, also m+1 eine grade 
Zahl, so lautet die obige Gleichung: 

^2(;/i4-2)^— 1 ^2(i»+l)^— 3 

iß) sn ((2m + 3) w) = ^'(--^'^'-' ^H)! , 

j ^2 . ^2(y/«+2)^ ^ /2(m4-l)^-2 

/2(»i4-2)^2 /2(w4-l)^ 

und der Grad des Zählers, der nach ungraden Potenzen von snu 
fortschreitet, ist: 

2 (m + 2)2 — 1 + 2 (w + 1)2 = (2m + 3)^, 

der des Nenners, welcher eine gerade Funktion von snu ist, 

2 (m + 2)2 + 2 (m + 1)2 _ 2 = (2m + 3)2 — 1. 
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Es ist also das bis zu einer bestimmten Gränze bin als ricbtig 
angenommene Gesetz allgemein bewiesen*). 

Wir erhalten somit für sn nu, wenn n ungrade ist, die Form: 

flj snu -\- a^ sn^ u -\- -f" ^«^ *" " 



sti nu 



und wenn n grade, die Form: 

Of snu -\- «3 sn^u -f- — -f" "/»«— 3 *** ** 
sn nu = cnw (/nw • ä , 

welche Ausdrucke, da sich in beiden Fällen für u = 

(sn nu\ 

ergidil, 

für ein ungrades n in: 

snu -f" ^3 sti^u -f" -^5 «M'w + -}- '^;,» *«'* " 

5/1 nu = n ' T-7 1 

1 + /?2 57i2m + />4 Sn^M + + D^^_j^ Sfl* ^^ U 

für ein grades n in: 

ÄW M -f- -^3 •^'' W + ^5 *'»'^ M + • • • • + -^«»—a *'»" ~ W 

^n /lu = n c«M rfwM • -ö 

übergehen. 

Setzt man, um Bestimmungsgleichungen für die Coeflicienlen 
zu erhalten, in den Ausdruck von sn nu für ein ungrades n: 

w + I C statt w, 
so erhält man, da 

sn (u + f C') = 

^ ' ' c sn u 



sn (nu + ni C') = 



c sn nu 

ist, die folgende Gleichung: 



I csn 

= n 



;^ + ^3 -v^a^+^ö • T^^^^Ji^H h^«' • ,."%««'« 






*) Ich will bemerken, dass die zweite im nächsten Paragraphen 
zu behandelnde Methode für die Multiplication der elliptischen Funk- 
tionen die obige Form der Ausdrücke unmittelbar liefern wird, ohne 
dass man von bereits hergestellten einfachen Multiplicationsformeln 
auszugehen braucht. 
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oder: 

Die Ideiitificirung dieser Gleichung mit der oben für sn nu 
erhaltenen giebt die folgenden Beziehungen zwischen den Coeffi- 
cienten des Zahlers und Nenners: 

n An^ = — -i— oder An^ = 



n Ä^i n 

ff'2 l 

D9 n'— 3 j n*— 3 t\ j 

n An-^2 = — f~ ^ ö"®'" ^ D2 = n An^—2 c 2 

n A^i 

n An-^—ji = — 7- c" oder c" DA = n An^^-^ . c 2 

nA^^ 



n ^3 = "~ c^ oder c^ i>n»--3 = w ^3 c ^ 



/>.. 






«'— 1 



n = — 7- oder J9n^i = n c ^ . 



Vergleicht man die Coefficienlen im Nenner der beiden For- 
meln, so erhält man dieselben Relationen. 

Ferner ist unmittelbar aus den Formeln (a) und [ß) zu er- 
sehen, dass im Nenner von snnu, wenn n eine ungrade Zahl 
ist, die niedrigste dort vorkonimende Potenz von sn u die vierte 
ist, dass also in unsern Formeln 

Z>2 = 0, 

also auch nach den obigen Relationen 

wird. 

Die noch unbestimmt gebliebenen Coefficienten des Zählers, 
welche, wie wir wissen, ganze rationale Funktionen von c^ sind, 
lassen sich berechnen, indem man die Gleichung für snnu mit 
dem Nenner der auf der rechten Seite derselben befindlichen 
rationalen Funktion von sn u mulüplicirt und beide Seiten nach 
Potenzen von u entwickelt. Wir werden später diese Coefficienten 
auf andere Weise bestimmen. 
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Um für sn nu, wenn n grade ist, ähnliche Relationen zwi- 
schen den Coefficienten der rationalen Funktion von sn u herzu- 
leiten, substituire man wieder 

u + i C statt u. 



dann wird 



sn {u -|- i C) = 



c sn u 

cn (u -f- i C) = 



— tc, 



c cnc u 

dn {u -f- i C) == — i c tn u, 
also 

/ I • nf\ j I I • /T\ ^1 ^^^ " cn u dn u 

cn (u 4- t C) dn (u + t C) = = = — , 

^ ' /VI ' c cnc u c Sil* u 

und da 

sn {nu -\- ni C") = S7i nu, 

weil n grade ist, so wird sich aus der obigen Gleichung für 
sn nu durch diese Substitution die folgende ergeben: 

1 j_^^4._jl5_j u_^"'-^ 



c sn'^ u A ^-A — =— ^ — I h 



^nrati = — « cnw dnu . ^ =^ 

== — n cnudn u X 

woraus man wieder durch Vergleichung mit dem oben gefundenen 
Ausdrucke (He folgenden Relationen zwischen den Goefßcienten 
des Zählers erhält: 

n ^^- oder -^ =.- 1 

^ nA,^^_^c^ c*^«^-5 . 

n ^3 = ^^- — oder — ^ = — -^a 



n An^-s = ^ oder —j: — ^ = — ^„'-5 

n c"'-^ c**"-^ 

und aus der ersten und letzten Gleichung: 
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Ebenso liefert die Vergleichung der Nenner die Relationen 






«»-2 2 






n 



,1 



/>2 -«^-2 






i>«^= "^ 



«2 



^n^ 



wovon die letztere Gleichung für i>«2 den s^hon früher gefundenen 
Werth ergiebt. 

Da endlich auch hier 2>2 == ist, so folgt aus der ersten 
Gleichung 

Man erhält somit für den Zähler und Nenner jener ratio- 
nalen Funktion von snu die Verhältnisse der Coeföcienten der 
gleich weit vom Anfang und Ende abstehenden Glieder und wird 
sie selbst wieder durch Reihenentwicklung finden können. 

In derselben Weise kann man cn nu, dn nu als rationale 
Funktionen der drei elliptischen Transcendenten snu, cnu, dnu 
entwickeln und ähnliche Relationen zwischen den Coefficlenten, 
die wieder ganze rationale Funktionen von c^ sind, genau nach 
derselben Methode herleiten. 

§ 30. Herleitiing der Multiplicationsformeln aus der 

Tr ansf ormation . 

Ich gehe nunmehr zu der Behandlung der Multiplication nach 
der zweiten Methode über, welche sich auf die Theorie der Trans- 
formation stützt und mit Hülfe deren sich die Multiplications- 
formeln unmittelbar aus den oben entwickelten Transfermations- 
ausdrücken herleiten lassen. 

Ich bemerke zuerst , dass es zu jeder auf ein elliptisches 
Integral ausgeübten Transformation n*^" Grades, welche durch 
die Transformationszahlen 

«0* H» K* ^1 
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definirt sein mag, stets eine andere Transformation n*^" Grades 
giebt, welclie das transformirte Integral wieder auf ein Integral 
mit dem ursprünglichen Modul zurückfuhrt. Denn da der Modul 
sowie das Argument der transformirten -Ö-- Funktion durch die 
Ausdrücke bestimmt werden: 

SO wird offenbar die durch die Transformationszahlen 

gegebene Transformation n^®" Grades, wenn t und \) Modul und 
Argument der neuen transformirten '9'- Funktion bezeichnen, die 
folgenden Beziehungen liefern: 



' I » 



fiQ — a^x 



oder mit Benutzung der oben für / und v gefundenen Werthe: 

t = X, x> = — nv. 
Das neue transformirte ^ lautet somit: 

& [nv, t). 

Nennt man nun diese zweite Transformation die zur ersten 
supplementäre, so erhält man den Salz, dass man durcli An- 
wendung einer Transformation und ihrer supplementären zur Mul- 
tlplication gelangt.'*') 



*) Es ist nicht unwesentlich, zu zeigen, dass unter den Trans- 
formationen, die zu einem bestimmten Grade n gehören, im Allge- 
meinen keine vorkommt, welche den Modul t, der beliebig sein soll, 
unrerändert lässt und das Argument mit einem Multiplicator behaftet, 
d. h. unmittelbar die MultipUcation liefert. 

Denn da 

, Öq OqX 

X = —, 

öj T »1 

so müsste, wenn dies der Fall wäre, für dieses System von Transfor- 
mationszahlen 

sein, oder^ 

/r,T« + («0 — Ä,)r — Äo == 

für jedes beliebige x befriedigt werden. Daraus würden aber für die 
Transformationszahlen die Bestimmungsgleichungen folgen: 

/7, = 0, /J'o = ^'i, ftü = 0. 
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Wir wollen nun die beiden einfachsten Transformationen aus- 
wählen, die successive auf ein beliebiges elliptisches Integral 
angewandt die Multiplication liefern. 

Wendet man nämlich auf die 0^- Funktion 

die Transformation n*®" Grades an, welche durch das Schema 

1 

n 

repräsentirt ist, so sind das Argument und der Modul der trans- 
formirten '9'- Funktion durch die Gleichungen bestimmt: 

f T f 

T = — , V = V, 

n 

und es iässt sich nach Früherem 



»(••^). 



als ganze homogene Funktion w*^" Grades zweier '9'- Funktionen 
des vorgelegten Integrales ausdrücken. Wendet man nun auf 



{"'^X'' 



^ ( V, -] die durch das Schema 

n 



1 

dargestellte Transformation an, für welche der Modul der neuen 
'9 -Funktion in den n- fachen und das Argument ebenfalls in das 
n- fache des früheren übergeht, so wird sich die neue -9 -Funktion 

welche sich wieder als ganze homogene Funktion w^*" Grades 
zweier -9" -Funktionen von der Form 



^ 



{'■ i\ 



welche in der That für t wieder den Werth t und für das transfor- 
mirte Argument v den Werth: 

, nv n . V h^ V 

liefern, während 

n = h^ 

wird. Wir sehen somit, dass nur, wenn der Grad der Transformation 
ein vollständiges Quadrat ist, die Multiplication unter den Transfor- 
mationen selbst vorkommt. 
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ausdrucken lässt» als ganze homogene Funktion des n^^^" Grades 
durch die ursprünglichen «d-- Funktionen 

^ (v, r) 
darstellen lassen. — 

Es ist selhstverständlich, dass wir bei der wirklichen Aus- 
führung der Multiplicationsformeln nach dieser Methode, sowie es 
in der Transformationstheorie geschehen, den Fall, in dem n 
ungrade, von dem, in welchem es grade ist, sondern müssen. 

Sei also 

1) n eine ungrsl^de Zahl, 
dann ist nach den Gleichungen (7) — (10) des § 24, wenn dort: 

«0 = ^» «1 = 0, 6q == 0, 6j =^ 1 , 

CO = 6j ^ Ö|T = 1 

gesetzt wird, und m eine zu n relativ prime Zahl bedeutet: 

*'-"-="(-€.['H):*("«):-*(-j)X"'9;] 
[*(-^);<?-j):-*H)>(?-^):]-- ' 



«-1 



(— 1) * a{nv,r)o 

— ('•^).K"i)/(?-o:-*(-:-):*(-);] 
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und wenn 

und p eine zu n relativ . prime Zahl bedeutet, nach eben den- 
selben Formeln: 

[^K t)3^ ^(¥> t)'- 0(.. r),^ <^(-^'.*)'] • . • • 



• • • • 
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Mit Hülfe dieser Ausdrucke lassen sich offenbar die vier 
-^-Funktionen 

^ [nv, r)a 

ganz und rational durch die vier O*- Funktionen 

ausdrücken; und zwar sieht man unmittelbar aus den oben auf- 
gestellten Formeln, dass sich 

^ {nv, t)j und ^ [nv, r)^ 

als homogene ganze Funktionen des n^^^° Grades von 

^ [v, t)j und -ö" (v, x\, 
dagegen 

sich als eben solche Funktionen von 

darstellen lassen. 

Statt nun zur wirklichen Ausführung dieser Rechnung die 
In den letzten vier Gleichungen gegebenen Ausdrücke in die ersten 
vier einzusetzen, wollen wir ähnlich wie. in der Theorie der 
Transforndation eine ganze homogene Funktion des n^^^"^ Grades 
von & [v, x\ und ^ (v, t)^ bestimmen, welche für dieselben Werthe 
des V verschwindet, die ^ [nv, x)^ zu Null machen. 

Es wird siber offenbar 

Q' (nv, tJj 

verschwinden, wenn v die Werthe 

m -\- m X 
n 

aoflimmt, worin m und m alle Werthecombinationen aus den 
folgenden Zahlen beigelegt werden: 



m 



:0, + l, + 2,--- + - 



-^ 2 



w' :0, + 1, + 2, .•• ^ ^"V* 

Da die Zahl dieser Werthecombinationen grade n^ beträgt 
und diese ausserdem wesentlich von einander verschieden sind, 
d. h. nicht bloss um ganze Zahlen oder ganze Vielfache des x 
sich unterscheiden, so wird man die ganze homogene Funktion 
,,2ien Grades der Grössen ^[v,x)i, ^{v,x)q unmittelbar bilden 

Kdnig-gberg-er, Transf. 9 
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können, indem man alle die Werthe des v kennt, für welche sie 
verschwindet. 

Fasst man nun je zwei der Faktoren zusammen, die für 
entgegengesetzte Werthe der Argumente verschwinden, so ergiebt 
sich offenbar die folgende Gleichung: 

worin m die Werthe 1, 2, 3, • • • — ^— , m die Werthe 

n — 1 

0, + 1, + 2, ••• + , und wenn m den Werth hat, m 

— — — ^ 

die Werthe 1, 2, 3, ••• — :r— annimmt. 

Statt nun in derselben Weise die drei andern Funktionen 

d" {nVf t)q, d" [nv, t)2, -ö" {nv, z)^ 

zu behandeln, wollen wir deren Ausdrücke aus der ebengefundenen 
Gleichung für d'{nv,r)^ durch Substitution von halben Perioden 
herleiten. 

Setzt man nämlich 

V + "1^ für V, also fiv -\- (—^- + ^ ) ^ f"i* w^» 
so erhält man: 

w— 1 

Substituirt man ferner 

1 n~ 1 /n 1\ 1 p" 

V — - tur V, also nv — i — ö~ ) — ^ *"'' ^*^» 

V SO folgt: 

«—1 

Endlich ergiebt sich durch Substitution von 

V — 2 för V, also nv — | " ~ ) — — für nv 
aus der zweiten dieser Gleichungen: 
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2 a/'» + '"'W 






w— 1 

(_1)2 %{nv,z\ 

worin dem m und m wieder die eben näher bezeichneten Werlhe 
beizulegen sind. 

Die Constante erhält man, wenn man z. D. in der zweiten 
dieser Gleichungen das Argument verschwinden iässt, in der Form: 

w— 1 

(-1) 2 



c = 



v'-^ 27 ^ (^ 







Dividirt man nun die beiden ersten Gleichungen durch 
einander, so folgt, wenn man im Zähler innerhalb des Produktes 
das Zeichen umkehrt: 



oder wenn 
gesetzt wird. 



^(''y^(--t--)i|-^w.^^(-+f-') j ' 



2Cv = u 



sn{nu) = ( — 1) ^ s?iu I I 



1 



sn'^u 



^ {Wm+WiHJ 



-WlHi\ 

K ., 9 ., rlCm+W'mi\ \ 

1 — c sfru sfr l — j 1 



X 



sn^ ( ) c 



2 . 



Da sich nun für u ^ hieraus die Beziehung ergiebt: 

ti-l .^ _, ,. w'— l 



« = (- 1) 2 rj sn'^r. 

so geht die letzte Gleichung über in: 

1 



2/ 2Cm-\- 2C'mi\ ^ 

n 



') 



sn [nu) = n snu j j 



sri^u 



1- 



^„2 f2Cm + 2Cjnj\ 



c^ sn^u sti^ 



{2Cm + 



p«^|- 



Ebenso erhält man aus den oben aufgestellten '9'- Formeln 
für das fi -fache Argument: 

9* 



132 



Zwölfter Abschnitt. 



cn [nu) = cnu j I 



1 — 



sn^u 



- 



•"'' y-^^^'j^) 



f2Cm + 2(fmi' 



c2 sn^u sn^ { ^Cm + 



zugleich mit der Relation: 



{i)'^-n -* ( 



V 



2 Cm + 2C»/f 



^)( 



71 



) 



und endlich: 



dn {nu) = dnu I I 



mit der Beziehung: 



t 9 9 f2Cm + 2Cn/i\ 

^ 9 9 9 /2C7» + 2CWt\ 



I 



2 



= JJ d„2 ^Cm + 2(f.^ 



Sei nun 
2) n eine grade Zahl. 
Wendet man zuerst wiederum die durch das Schema 

n 

1 

repräsentirte Transformation auf die O-- Funktion mit dem Argu- 

mente v und dem Modul — an, so wird, wenn man 

n 

setzt, 

m = «, q = — 1, 

also wird, da tn grade und q ungrade ist, die ungrade trans- 
formirte O-- Funktion durch Gleichung (30) des § 17 dargestellt 
und man erhält somit: 

* {n„, I), _ C, »(■'. J) *(»■ J) X 

[*(--i)r+«'*fj)>H)r+--+-»(-i)n- 

Ebenso wird für wi^ = — 1 , «^^ ^ 0: 

tn = 0, q = — 1, 

also tn grade, q ungrade, und daher wieder nach Gleichung (30) 
des § 17: 
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[*(-j)r+^'*H)>(-^)r'+-+*-K-^)r]- 

Für m^ = 0, w^ = 1 wird 

m = w, q = 0, 
also m und q grade, und daher nach Gleichung (27) des § 17: 

eudlicb für m^ = 0, n^ = 0, also m = 0, q == nach der- 
seLben Gleichung: . 

♦(»■','), -*»(•■. J)" + h ^{'■i)"~' »(". J)' + ■■•■ 

+p.-.*(4);*(.,f);-'V^.*(..j);- 

Wendet man ferner auf die ursprüngliche -Ö-- Funktion mit 
dem Argumente v und dem Modul r die durch das Schema 

1 

n 

repräsentirte Transformation an, so wird man, wenn man genau 
in derselben Weise verfährt, aus den Formeln des § 17 die 
folgenden Gleichungen herleiten: 

^U A =A^^ (v, t)i ^ {v, r)o X 

Aus der Zusammenstellung dieser Gleichungssysteme ergiebt 
sich unmittelbar, wenn man beachtet, dass 
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d' {v)2^, & [v)^'^ durch d' (v)q^, -^ (v)^^ 

linear und homogen ausdrückbar sind, dass, wenn M eine Con- 
stante bezeichnet: 

worin 

F{d'{v, t)o, ^(v, t)J 

eine ganze homogene Funktion des n^ — 4**'° Grades der Grössen 

vorstellt, die nur in graden Potenzen in dieser Funktion vor- 
kommen. 

Statt nun diese Formel durch wirkliche Substitution zu ent- 
wickeln, wollen wir wieder die Nullwerthe der Funktion 

^ (nv, t)i 

benutzen , um uns eine Funktion von der cfben festgestellten Form 
zu bilden. 

Da alle Nullwerthe dieser Funktion durch den Ausdruck ge- 
geben sind 

m -\- VI z 
n ' 

worin m und m beliebige ganze Zahlen sind, so werden wir, von 
den Combinationen : 

abgesehen, von denen jede einen der Faktoren 

^Wo' -^Wi» ^W2' '^Wa 
verschwinden lässt, w^ — 4 wesentlich von einander verschiedene 
VVerthe des v aufzusuchen haben, für welche die Funktion 
&[nvyx)^ zu Null wird. Diese sind offenbar alle Werthecorabi- 
nationen aus den Zahlen: 

w : w : + 1, + 2, .... + (~ l) 

': ±1,±2,....-|-(^|- A m' : 0, + 1, + 2, .... + ?|~ l\ 



m 



n 

m : 7 

2 



m: — 1, ~ 2, . f~ l\ 



m 
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:+l,+2..- + (^|-l) «:-l,-2. {^^-\\ 



f n , n 

tn. -^ m :— 2 

n 
m : - 



«':-|-1. + 2, ....+ (^f-A 



SO dass sich, wenn man die linearen Faktoren, die sich nur 
durch das Vorzeichen des zweiten Summanden unterscheiden, zu- 
sammenfasst, der Ausdruck ergiebt: 

0(nt;,r)i = M ^[v\ ^v\ ^[v)^ ^v\^ X 

worin dem m und m alle Combinationen aus den folgenden Werth- 
systemen beizulegen sind: 

m : 0, ^, w : 1, 2, •••• f "" ^' 

m: 1, 2, .... ^-1, m' : 0, + 1, .... + ( ■ - 1 V ;' ; 

und da sich hieraus der Werth der Constanten M in der folgen- 
den Form bestimmt: 



Tl* 



^= (-^)^« 



SO folgt die Gleichung: 



«' 



»{nv,r)i = — — ^^-7--ir^-s-2-»(«')o%)i%J2f>(''):.X 

Man sieht ferner aus den oben aufgestellten Gleichungen, 
dass sich 

als homogene ganze Funktion des n^^'"^ Grades der Grössen 

^ Wo, ^ Wi 

darstellen wird , welche nur in graden Potenzen in dieser Funktion 
enthalten sind. 
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Nun wird aber diese Funktion für alle nv von der Form: 

ny=Y-f-m-|-mT== ' — , 

oder für 

2m + (2m' + 1) r 
^ = 2-n 

und nur für diese verschwinden, und es wird daher, wenn man 
dem 2m und 2m + 1 die folgenden Werthe beilegt : 

2m :0,n, 2m : 2, 4, 6, ... . n— 2, 

2m' +1 : 1, 3, 5, ....w — 1, 2m'-|- 1 : + 1, + 3, .... + (n— 1), 

die Gleichung statthaben: 

woraus sich für die Constante Mq der Werth ergiebt: 

und daher: 






^Kr),=^^^,_^^^( j;^,^,^ 3x 







In genau derselben Weise ergiebt sich: 



n« 



worin den Zahlen 2m + 1, 2m' die folgenden Werthe beizu- 
legen sind: 

2m+l: 1,3,5,.... w — 1, 2m +1 : 1,3,5,.... (« — 1), 
2m' :0, «, 2m' : ± 2, + 4, .... + (« — 2), 

und endlich: 
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«« 



(— 1)2^3 

' ~ ";^"'^f7^ (^M-"l) + (2m + 1)T\ 2 

worin die Zahlen 2m -|- 1 , 2m^ -|- 1 alle Werlhecombinationen aus 
den Reihen bedeuten: 

2m + 1 : 1, 3, 5, . . . . n — 1 , 

2m' + 1 : + 1» ± 3, + 5, . . . . + (n — 1). 

Geht man nun von diesen Multiplicationsformeln der &- 
Funktionen durch Division zu den elliptischen Funktionen der viel- 
fachen Argumente über, so erhält man für den Fall des graden 
n die folgenden Beziehungen: 



sn {nu) = nsn u cnu dnu 



1 — 

sn*'i- 



sn^u 



n\ ,„, ß'nC+^'n'iC" 



n 




sn^u 




sn^u 



(' 



n 



sn^u 



1 — 



j 2mC+i2m'+l) iC' 
snH - 



sti^u 



„, (2»i+l)C+(2»i'+l)iC 
srr 



c 



n 




sn^u 



j 2mC+{2m+l)iC ' 



worin den Zahlen 2m, 2m'; 2m -|- 1, 2m'; 2m, 2m' + 1; 
2m -|- 1, 2m' + 1 die oben näher bezeichneten Werlhecombi- 
nationen beizulegen sind. 

Hiermit ist das Multiplicationsproblem für ungrade und grade 
ganzzahlige Vielfache des Argumentes erledigt und somit auch 
nach der im Anfange dieses Abschnittes gemachten Bemerkung 
für rationale Hulliplicatoren überhaupt. 
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§ 31. Die complexe MiQtiplication. 

Nachdem in dem vorigen Paragraphen gezeigt worden, dass 
für jedes r eine Mulliplication mit beliebigem rationalen Mul- 
tiplicator existirt, wird es sich nunmehr darum handeln, zu 
untersuchen, ob es nicht für gewisse specielle r noch andere 
Multipiicationen giebt, d. h. ob sich nicht für specielle Werthe 
des r die elliptischen Funktionen von Argumenten, die mit ge- 
wissen reellen oder complexen Multiplicatoren behaftet sind, alge- 
braisch durch die elliptischen Funktionen mit den einfachen Argu- 
menten ausdrücken lassen. 

Nun wurde aber im § 28 ganz allgemein gezeigt, dass, wenn 
überhaupt eine algebraische Mulliplication möglich sein soll, r 
eine Lösung der quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Coef- 
flcienten : 

msT^ -|- 2T(rw' — ms) — 4mr' = 

sein muss, welche, wenn sie identisch befriedigt wurde, für jedes 
r die rationale reelle Mulliplication lieferte. 

Wird diese quadratische Gleichung jedoch nicht identisch 
befriedigt, sondern ist r eine Lösung derselben, so findet jeden- 
falls nach der Auseinandersetzung des § 27 eine algebraische 
Transformation statt für die Differenzialgleichung: 

dx ady 

Vil - a?2) (1 — c^x') ~ F(l-y*) (l-^"^' 

d. h. eine algebraische Multiplication mit dem Multiplicator a, 
über dessen Form sich Folgendes aussagen lässt. 

Wir bemerken zuerst, dass die Existenz der algebraischen Trans- 
formation, von den Gleichungen zwischen den Perioden abgesehen, 
welche durch die quadratische Gleichung, der r genügt, repräsen- 
tirt werden, noch an die Bedingung geknüpft war, dass 

mm [rs — rs) > 0. 

Es liefert aber die quadratische Gleichung für r die Werthe: 

_ _ (m' -- ms) ± y(rn{ ^ wsY + 4iwrVi 



ms 



_ (rm - ms') ± K(m^ + msY - ^mmjrs - rs) 

•^■^^■^ ^"^^"^ ' ■ ■ ■ > I I II 1^ I V ■ ■ - I ■ 1 1 - 



ms 



und die obige Bedingung ist somit bereits in derjenigen ent- 
halten, welche von dem vorgelegten Integrale von selbst erfüllt 
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wird, dass nämlich der reelle Theil von — eine wesenllich posi- 
tive Grösse ist. 

Nun geben die Formeln des § 27 für den Multiplicator a, 
wenn man dort 

setzt, den Werth: 

a = z-j~— i-T (2m/ — smx) , 

2,[rs — rs) ^ ' 

es bat also mit Berücksichtigung des obigen Werthes von r der 
Multiplicator die complexe Form: 

«j + ^'/^ 
worin a^ und a^ rationale Zahlen sind, und wobei es wesent- 
lich ist zu bemerken, dass a.^ nach dem Obigen wegen der 
Convergenzbedingung des -^ nicbt verschwinden kann; es existirt 
somit für specielle r ausserdem nur noch eine complexe, keine 
reelle Multiplication. 

Es ist nunmehr leicht zu sehen, dass jene quadratische Glei- 
chung für r, welche nach den eben gemachten Auseinander- 
setzungen, wenn sie noch der Beschränkung unterworfen wird, 
dass ihre Determinante wesentlich negativ ist, die nothwendige 
und hinreichende Bedingung für die complexe Multiplication liefert, 
die allgemeinste quadratische Gleichung mit ganzzahligen Coef- 
ficlenten darstellt; denn setzt man, wenn Ä, B, C drei beliebige 
ganze Zablen bezeichnen, 

r = 0, s = — 2B, 5 = 4, m = A, w= 1, r'= — C, 

80 gebt die obige Gleichung über in: 

(a) ^t2 + ^r + C=0, 

und die Ungleichheit 

mm [rs — rs) = 4tAC > 

ist in der Bedingung enthalten, dass die Determinante der Glei- 
chung [et) wesentlich negativ sein soll. 

Wir können somit den Satz über die complexe Multiplication 
folgendermassen aussprechen : 

Genügt r einer ganzzahligen quadratischen Gleichung mit 
negativer Determinante, so findet stets und nur in diesem Falle 
für die zugehörigen elliptischen Funktionen eine complexe Mul- 
tiplication statt. 
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Die Untersuchung der Integralmoduln k^, für welche eine 
solche complexe Muitiplication eintritt oder für welche die zu- 
gehörigen r die Lösungen quadratischer Gleichungen mit ganz- 
zahligen Coefficienten und negativer Determinante sind, Ist erst 
nach genauer Discussion der Modulargleichungen und deren 
Discriminante möglich und ist der Gegenstand vielfacher und 
ausgezeichneter Untersuchungen von Hermite, Kroneker und 
Joubert geworden. 



Dreizehnter Abschnitt. 

Die Theorie der Modulargleichungen der 

elliptischen Funktionen. 



§ B2. Vergleichung zweier verschiedener analytischer Aus- 
drücke für yk, wenn der Grad der Trai)ßformation eine 

Primzahl ist. 

Wir haben im § 24 für die Quadratwurzel aus dem Irans- 
formirten Integralmodul bei einer Transformation unpaaren Grades 
den folgenden Ausdruck gefunden : 

■,/T /,/~^« ( wiflö 2mm n — 1 /«c5i2 
yk = (yc) }snc — snc •••• snc — 1 . 

Setzen wir nunmehr im Folgenden m = 2 *) und ziehen 
auf beiden Seiten die Quadratwurzel aus, so ergiebt sich, wenn 
yö den durch die eindeutige Funktion von r fest bestimmten 
Werth bedeutet und mit v der aus der obigen Formel resul- 
tirende Werth von f^k bezeichnet wird , der folgende Ausdruck : 

= [yc) snc — snc — .... snc ( ^ j . . . (1) 

welcher, wie sich später zeigen wird, als Lösung der nachher 
zu definirenden Modulargleichungen eine wichtige Rolle spielt. 

*) m mnsste eine zu n relativ prime Zahl sein. 
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Da sich aber ausserdem ein Werth von f^, der ins Quadrat 

erhoben ebenfalls den obigen Werlh von j/H giebt, als ein- 
deutige Funktion des transformirten «^-Moduls darstellen lässtj 
wollen wir den vorher gefundenen Werth v mit dem durch diese 

eindeutige Funktion des neuen r gegebenen Werthe von ^k 
vergleichen, bemerken jedoch von vornherein, dass ein Werth- 
unterschied dieser beiden Ausdrücke nur in dem verschiedenen 
Vorzeichen statthaben kann. 

Untersuchen wir zuerst die durch das Schema 

1 

16| n 

dargestellten Repräsentanten, so ergiebt sich, wenn 

gesetzt wird, 

V = {f^Ysnc^-^ (r _ i6g)5wc?J(T-16|) .... 5wc -^-^^-^(r-16g). 



*) Es ist hier eine wesentliche Bemerkung in Bezug auf die Wahl 
des CO hinzuzufügen. Während es in der Theorie der Transformation 
gleichgültig war, welchen der unendlich vielen möglichen Werthe des 
(0 man wählte, wenn er nur die dort näher festgestellten Bedingungen 

befriedigte, ist es hier, wenn auch der Werth des Vk für alle m un- 
verändert bleibt, doch fraglich, ob sich nicht bei einer verschiedenen 
Wahl des co das Vorzeichen des t; ändert. 

Nun war aber der allgemeine Ausdruck von — in der Form ent- 

n 



halten: 



— — s 0- zss p -^ q • 

71 n n 



wenn die Zahlen 

pn — 16 |y und q 

zu einander relativ prime Zahlen waren. 

Es folgt hieraus: 

2® (An J_ ,^ T—16 |>^ .^T — 16| 

snc — = snc l4Cp + o • 4c; = I = S7ic q • 4t; 

n \ n / n 

^ = snc (sCp + g • SC'-^^^^ = snc g ■ 8C 1^-^ 
n yi-ij n / n 



snc 






= snc q . 2 {n — 1) C 



n 
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oder da 

2C (r - 16|) 20 in — 1) (t — 16|) 
snc — ^^ — = snc — ^^ — , 

n n 

6C(t — 16|) 2C(w — 3)(i: — 16|) 

snc — ^^ — = snc — ^^ -^ — 

n n 

u. s. w,, 

V = (y^Ysnc^iT-lß^) 5/?c^(T-16^)....5wc^^=^(r-16|), (2) 

während der diesen Repräsentanten entsprechende Werth von 
yk als eindeutige Funktion von 

r = -, 

n 

wenn 

/ Ttix' 

q = e 
ist, durch die Gleichung 

bestimmt wird. 

Da nun die Ausdrucke (2) und (3) , von dem Vorzeichen ab- 
gesehen, für jedes r identisch sein müssen, so wird man nur 
nöthig haben, sie für ein specielles c mit einander zu vergleichen 



and daher: 



2a) 4ai in — l)(o 

snc — snc — • • • • snc 

n n n 

= snc q • 4(7 snc q • 8t; — • snc q • 2(71 —i)C • 

' n n n 

Da nun der Yoraussetzang nach q zn n relativ prim ist, und da- 
her die Multipla von q: 

l-q, 2'q, S' q, -g— • q 

71—1 

nach dem Modul n genommen die — - — verschiedenen Reste 



±1, ±2, ±3,..±(^) 



2 
lassen, so wird, da snc u eine grade Funktion von u ist, 

2(0 4(5 . ^ (ö 

snc — snc — • • • • snc (n — 1) — 

OS bleibt somit der Werth des v unverändert, welchen der unendlich 
vielen Werthe für co man auch wählen mag. 
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und aus dem Quotienlen dieser beiden Ausdrucke jenes Vor- 
zeichen herzuleiten. 

Wählt man zu dem Ende o unendlich klein, so dass: 

lim q = lim e^** == lim e ^ = 0, 

lim g'= lim e^^*= lim /a"~^) = 
ist» so wird sich aus der bekannten Gleichung 

2Cx 2 4/- T-T 1 + 2«7^'' cos 2a? + q^'' 



snc 



\Ux *£ 4/— j—r 



n ' =« "" ~ i X 1 + 2}*»-^ cos 2x + q*"-^ 

»=i...oo 



für unsere Annahme die Beziehung 

,. 2Cx ,. 2 4/- 

lim snc = hm — = yg cos x 

ergeben und hieraus, wenn der Reihe nach statt x die Grössen: 

T-16£ / T-16| \ n-1 / t^16| \ 

gesetzt und die so entstehenden Ausdrücke miteinander multipli- 
cirt werden, die Gleichung folgen: 

lim snc 2C{^^\ snc ^C ("-^) .,., snc {n-l)C (^-^\ 

n~l ^/ «—l 

-to ^'^' .i>. 

wenn 

hm cos 7t I ^ j cos2n;/ \ .... cos tt ( ^ j mitP 

bezeichnet wird. 

Da nun ferner der im Ausdrucke für v vorkommende Werth 

von f/c^ nach der früheren Bestimmung der durch die eindeutige 
Funktion von r definirte sein sollte, also nach Gleichung (3) für 
die obige Annahme durch den Ausdruck 

lim yc = 2^ lim ^ 
gegeben ist und ausserdem aus der Gleichung 
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leicht folgt, dass 
so ergiebt sich: 



71 



— (1 + 6 ^ '* M = lim ^ e \ n ) 



t; = nm22 . ^<?«. i>, (4) 

während der durch die Gleichung (3) als eindeutige Funktion 

von T definirte Werth von ^k durch den Ausdruck bestimmt 
wird: 

f/k =\im 2'' .r e'^ - ) .... (5). 

Zur Vergleichung der beiden Wertlie v und f/k ist es nöthig, 
den Werth von P oder den Grenzwerth jenes Cosinusproduktes 
zu ermitteln. 

Nun ist aber 

niTti |i — mm It 

,. /i:_i6g\ e ^ '' ^ +e V « / 

lim cos mn i " j = lim ' 

= lim ^ 
also 

n — 1 M — 1 

2 ^ 2 ^ 

und es geht daher die Gleichung (4) in 

]_ Titi _ 2jm 

= lim 22 . ßS« . ß « (6) 

über, jWoraus sich, wenn man den Quotienten aus (5) und (6) 
bildet, die Gleichung ergiebt: 

1^ nti _ 2|7t» 

hm — = lim — i TTTicf^- = 1- 

Es ist somit ersichtlich, dass der durch die Gleichung (1) 
dargestellte Werth von t;, wie er unmittelbar aus der Trans- 

Konigsberg-cr, Transf. 10 



4/— 
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formationstheorie hervorgegangen , für die Repräsentanten der 
nicht äquivalenten Klassen, welche durch das Schema 

1 

16 1 n 

dargestellt sind, denjenigen Werth von \/k liefert, den man aus 
der oben näher angegebenen eindeutigen Funktion von x erhält, 
dass also für diesen Fall, mit Benutzung des Hermite'schen Zei- 
chens (s. § 11) 

ist. Was nunmehr den durch das Schema 

n 

1 

gegebenen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen betrifft, 
so werden für 

Äj — /7, r 1 *) 



0) 

n n 71 



4/ — 

die beiden miteinander zu vergleichenden Grössen v und ///: durch 
die Gleichungen bestimmt sein: 

/4/-^„ 4C SC 2{n—l)C ,ö\ 

V = {yc) . snc — • snc — ♦... snc — ^- • • (8) 

rÄ = /2.^?.fi±4ii±^-,. . . (9) 
worin 

f Ttt'i nnti 

q = e = e . 
zu setzen ist. 

Um wie vorher für unendlich kleine c den Werth des Quotienten 

V 

zu finden» leitet man aus dem Ausdrucke 



*) Es ist auch hier wie oben zu bemerken, dass der allgemeine 



Werth von — : 
n 



p + q nx p 



n n 

worin p und qn zu einander relativ prim sind, für v denselben Werth 

liefert, wie wenn für — der eine in dieser Form enthaltene Werth — 

71 n 

gesetzt wird. 
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lim ifir - — = lim — - 1 g > cos x, 
iodem man darin der Reihe nach für x die Werthe 

'2j€ 4:J€ (m — V ar 

— — ^— • • • • ^^— ^^^-^— ^_^_^_ 

• * 

mm M 

einsetzt, die folgende Gleichung ab: 

,. 4/7 SC Itm — Vr 
lim snc - ' snc -- snc — ^- 

n n n 

jt— 1 */ »-1 
,. '2 ' . I g - 2x 43r v» — l^ » 

= um z — ^ — • cos — • cos — — cos ^ . 

und erhält, da 

cos • cos - cos ^^ = H r*l, 

n n n — '^^ * 

worin das positive Zeichen gilt, wenn w von der Form 8f+ L 
und das negative, wenn n von der Form 8v + 3 isl, filr r ilen 
Ausdruck : 

lim r = {^\ 2* . lim fy" (10) 



*) Da nämlich für ein ungrades ;i: 
J;t^ = (a;'+2a?co8?^+l) (a:«+2ÄC03*^+l)... (;r'+2.rcos^''"^+l) 

ist , so wird , wenn man x = K— 1 setzt, 

1 ) für n = 4^ + 1 : 

»-1 
^ ., 2»' 2n 4jr (« — 1 ) w 

1 = 2 *" i cos -- • cos — cos 

71 n u 

27t 43t (n — 1) 7C . 1 

oder cos — • cos — — cos - — = T , • 

?l 71 71 " ' 

2 ^ 
je nachdem n von der Form Sp -\- i oder 8/> -|- ^ ****» ^*"*1 

2) für 7i = 4i; + 3: 

«-1 

-^ 2v 2n 4» (w — 1) 7t 

— 1 = 2 i cos — • cos cos - 

71 7* ?/ 

27r 47t (71 — 1 ) 7t ,1 

oder cos - • cos — •••• cos = -r :« 

71 71 71 "■ * 

je nachdem « von der Form %p -\-l oder 8/? + 3 ist. 
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während aus dem oben aufgestellten, als eindeutige Funktion von 
T gegebenen Werthe von ^ die Gleichung folgt: 

lim fÄ^ = 2i lim ]^e^^ ; .... (U) 

ist somit 2 quadratischer Rest von w, so stimmt der Werth von 

y.mit dem von Yk uberein, ist 2 jedoch quadratischer Nichlrest 
von n, so sind die beiden Grössen im Vorzeichen verschieden, 
daher 

f = (-|)9'(«^) (12). 

Um nun die von dem Repräsentanten 

n 

1 

durch lineare Substitution abgeleitete Transformation n*«" Grades 
zu bestimmen, für die jene eindeutige Funktion des zugehörigen 

r einen Werth von Y^ liefert, welcher mit dem durch den 
Ausdruck : 

V = (l/c ) . snc — • snc — — snc — — 

^' ^ n 71 n 

gegebenen zusammenfällt, benutzen wir die im § 11 gefundene 
Gleichung: 

in der 

«0 ^1 — «1 ^0 = 1 » 
ÖQ und by ungrade, a^ und h^ grade sind. 

Setzen wir nämlich in dieser Gleichung: 

ÖQ = w, «j = 2ä, ftQ=16, bY = m, 

worin m und h der stets auflösbaren Gleichung 

m ?i — 32ä = 1 

genügen, so ergiebt sich, wenn statt r die Grösse nr substi- 
tuirt wird: 

Das Schema der Transformation, welches statt des Repräsen- 
tanten 

fi 

1 
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eintreten muss, um in dem durch die eindeutige Funktion von 

/ gegebenen Ausdrucke von j/k den oben gefundenen Werth des 
V zu liefern, v^ird daher das folgende sdn: 



n' 



16 



2kn 



m 



oder aus der Transformation 

n 

1 , 

durch Anwendung der linearen Substitution 

n 2h 



16 



m 



hervorgehen, und es werden somit die oben betrachteten Werthe 
des V mit denjenigen g? übereinstimmen, welche zu den Trans- 
formationen 



1 

16^ 




fi 



IV 



16 



2hn 



m 



gehören, welche also in der folgenden Form dargestellt werden: 

/t\ /r — 16\ /t — 2.16\ 

^(.j' ^v~~j' "^v — ^~"; 

/r-(w — 1).16\ / 16 --Ä \ 

^( n j' 9>(^_^ + 2Ä;Erj- 

Ist nun n eine Primzahl, so sind die durch die Schemata 



1 
16§ 




n 



n 





1 



dargestellten Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen die 
aHein existirenden, und man sieht somit, dass sich für einen 
primzahligen Transformationsgrad die durch den Ausdruck 

/i/— \« 2(0 4ffl (n — 1) c5 

V = [y C) . SHC "-^^ ""-* 



2(0 4a) 

— • snc — snc 

71 n 



gegebenen Werthe des v für alle Repräsentanten der nicht äqui- 
valenten Klassen auch in der Form 

/r— 16i\ /2\ , . / 16 — w»T \ 



wonn 



mfi 



3 2Ä 



ist, darstellen lassen. 
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^ § 33. Vergleichung zweier verschiedener analytischer Aus- 
drücke für Yk^ wenn der Grad der Transformation ein 

beliebiger ungrader ist. 

Ist n eine beliebig zusammengesetzte ungrade Zahl, so wer- 
den zu jden eben betrachteten Repräsentanten nicht äquivalenter 
Klassen von der Form: 







n 





1 



1 
16 1 n 
noch andere hinzutreten, welche durch das Schema 

i 



16 1 



t 



n 



dargestellt werden, worin t ein Divisor von w, /' = — , und % 

eine der Zahlen 0, 1, 2 ... t' — 1 bedeutet, jedoch der Be- 
schränkung unterworfen, dass t, ^, t' keinen gemeinsamen Thei- 
1er haben; es sollen nun auch für diese Repräsentanten die 
Werthe, welche der Ausdruck 

f4/~\n 2c5 4(0 {n — 1) (ö 

V = [yc) . . snc — "-^ --^ ' 



snc 



snc 



liefert, mit den Werthen von p^, welche durch die eindeutigen 
Funktionen der transformirten '9' - Moduln bestimmt sind, ver- 
glichen werden. 

Statt nun die Transformation 

t 

16^ r 

unmittelbar anzuwenden, wollen wir, was nach § 12 erlaubt ist,, 
nach einander die beiden durch die Schemata 



t 





1 



1 

16^ 







repräsentirlen Transformationen ausführen und den durch jene 
Funktion von r' gegebenen Werth von f^ in der Form des v 
zu erhalten suchen, wobei wir für den Augenblick annehmen, 
dass ^ und t keinen gemeinsamen Theiler haben, dass also das 
w, welches zur Transformation 



t 
16 1 
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gehört, in der Form 

w = <T — 16 ^ 
darstellbar ist. 

Die Anwendung der ersten Transformation 

t 

1 

giebt, wenn 

00= 1 

gesetzt und der dem obigen v analoge Werth der 4^®° Wurzel aus 
dem neuen Integralmodul mit nf bezeichnet wird, die Gleichung: 

99 s= [ycj . snc i -— , c\ snc I -7-, c\ snc I '— , c |, 



während der durch die eindeutige Funktion des neuen 'O'-Moduls 
detinirte Werth eben dieser Grösse nach dem vorigen Paragra- 
phen durch 

0)» 

dargestellt wird. 

Bezeichnet man nun das zwischen den Gränzen und 1 
genommene transformirte Integral mit C^, den zugehörigen In- 
tegralmodul mit l und den '9--Modul mit Tj, so wird nach den 
obigen Auseinandersetzungen die nunmehr angewandte Transfor- 
mation 

1 

16 1 t' 

für den durch die eindeutige Funktion des 0-Moduls definirten 
Werth von yic den folgenden in der Form des früheren v sich 
darstellenden Ausdruck ergeben, den wir mit v^ bezeichnen wollen: 



.... öTtC/ 



[2(r-i)(7,(ii^,i?i).A]*) 



*) Der Faktor 

dieses Ausdruckes giebt den durch die eindeutige Funktion des «O'-Mo- 
dub definirten Werth von yx- 
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{ • V y Ir m V 



n, C = t . a . C^y 



wofin a den Mulliplicator der ersten Translormation bedeutet, 
die Gleichung: 

Vi = (y J iV^y - {^^^ T'^ '^"^ T'^ :*snc\ ^ ~ ^ ,c\\ X 

Nun ist aber nach den Formeln (22) und (24) des § 24: 

cn 



ruc /<t-i6g\ -1 L " \ " /' J_ 

d« r4;tC (^'^/'■•^Y o] j 1 -c' .«' [4AC {^-^, c^snc^]^-, c] j 



cw 4A:C 



1 — c^ sn"^ 
S7i^ I 4A:C 



1 — 



5WC 






.- jl - cHn^- [4AC ('-^-„'^^). o] snc' Pl'rril^. e]} 



und nach (11) des § 4: 



snc 



2^J!£ ^sn^ UC 



c-^ 



1 — c^ snc^ -^—- 



. sn'^ 4kC 



C-^"-') 



[« (* (^^^ + f )]-~ [*o(* (ü^'-^) - f ] 



5/IC 
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es gellt daher der vorher ermittelte Ausdruck für v^^ in den fol- 
genden über: 

t7i = ( — U jK ^ J * snci—, c\. snc\—,c\... snc\ ^ C, c \X 



k-X 2 (^ 

oder auch in: 



^1 



(7)(^»^J7"'h'■'("^ "')-]• 



^=1,2,3, '* ^ 



2 

wie leicht ersichtlich, wenn man erwägt, dass ^ und t zu einan- 
der relativ prim und wenn q ein Vielfaches von t' bedeutet, die 
Argumente der snc von der Form 

t 
sind. 

Mau erhält somit 



.... snc 



[n.-.)c(^^).c] 



Lässt man nun die oben gemachte Bedingung fallen, dass 
I zu / relativ prim (wodurch sich das w des transformirten Mo- 
duls in seiner einfachsten Form 

ergab) , so wird das Resultat dadurch nicht geändert, üenn bleibt 
das der ersten Transformation 

t 

1 

entsprechende co unverändert in der Form 

CO = 1 , 

setzt man dagegen für das zur. zweiten Transformation 
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1 

gehörige, wie es nach den im vorigen Paragraphen gemachten 
Auseinandersetzungen gestattet ist, 

q Tj -f-/> ^' — ^ . 16g, 
worin pt' — q .l^^zw q,t relativ prim ist (es ist dann von selbst 
p t' — ö'.lGg zu q relativ prim), so wird in dem vorher erhal- 
tenen Ausdrucke für v^ das Argument von snci 

lauten, und v^ vermöge der Eigenschaft, dass, wie oben t zu g, hier 

p t' — q , 16g zu q . t 

relativ prim ist, in die Form 



Vi 



(t) (^~)"- IT '"' *? <^ (' 



72 



^ = 1,2, 



w-1 
2 



) 



oder, da v^ den als eindeutige Funktion des t' definirlen Werth 
von ^k bedeutet, in 



i/k = (I) (Vcy 



2(0 4rä 

. sfic — . snc — 



snc 



(n — 1) f5 



n n n 

umgesetzt werden können, wenn 

(o = q t -{- p t' — gf.l6g, 
und 

pt' — q ^ 16g, q t 
ZU einander relativ prim sind. 
Hieraus folgt, da: 

f4/~\n 2c5 4w (w — 1) CO 
V = \y c ) . snc — . snc — snc 

^' ^ n n n 

für jeden durch das Schema 

t 

16g /' 

dargestellten Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen die 
Beziehung i 

oder 

/2\ //T— 16g\ 

welche zu gleicher Zeit die beiden im vorigen Paragraphen ge^ 
fundenen Relationen mit einschliesst. 
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Wendet mau endlich wieder auf die durch das Schema 

161 t' i 

dargestellte Transformatiou die lineare Substitution: 

/ 2/1 

. IG m 

an» für welche 

m < — 32Ä = 1 

ist, so erhält man das neue Transformationsschema 

/2 2h t \ 

Ut' + Uit w/' + 32ÄS r 
für welches die fp Funktion* des transformirten x durch die Glei- 
chung bestimmt wird : 

/ U t* +lQ»lt — i'^x \ _ (r\ (tr — \^ k\ 

und diese Ausdrücke sind somit auch die Form, in der sich für 
einen beliebigen ungradzahligen Transformationsgrad die v für die 
sämmtlichen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen, in 
welchen die 3 Zahlen |, i, i' keinen gemeinsamen Theiler ha- 
ben, darstellen lassen. 

§ d4. Existenz einer Modulargleichung des n -{- 1^'" Grades, 
wenn der Transformationsgrad n eine Frirozahl ist. 

Nach diesen Vorbereitungen können wir nunmehr zur Auf- 
stellung und Untersuchung einer Klasse von Gleichungen, der so- 
genannten Modulargleichungen, übergeben, die für die Theorie 
der elliptischen Funktionen sowohl als für die Algebra und Zahlen- 
theorie von hohem Interesse sind. 

Es handelt sich nämlich darum, diejenigen Gleichungen her- 
zuleiten, deren Lösungen die vierten Wurzeln *) der zu den 
sämmtlichen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen ge- 
hörigen Integralmoduln sind, und deren Coefficienten ganze ra- 



*) Die vierten Wurzeln aus den transformirten Integralmoduln wer- 
den, wie sich später zeigen wird, durch die vorher dofinirten Grössen v 

dargestellt, also nur im Vorzeichen durch den Faktor \~r) von den 

Werthen der cp verschieden sein. 
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tionale Funktionen der vierten Wurzeln aus dem vorgelegten 
Integralmodul darstellen. 

Um die Existenz der Modulargleicbungen nachzuweisen , gehen 
wir zuerst von den Transformationen aus, deren Grad eine Prim- 
zahl ist; es wird sodann die Aufstellung der Modulargleichungen 
für den Fall , dass der Transformationsgrad eine beliebige un- 
grade Zahl ohne quadratische Theiler ist, unmittelbar hieraus 
abgeleitet werden können. 

Wir wollen nun zeigen, dass wenn n eine Primzahl ist, die 
zu sämmtlichen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 
gehörigen v von der Form 

n 2c5 4cö {n — 1) cä /tx 

v == u . snc — . snc — .... snc — , . • . (1) 

worin u den durch den Ausdruck 

definirten Werth von f/c vorstellt, die Lösungen einer Gleichung 
,i _j_ licn Grades sind, in welcher der Coefficient des höchsten 
Gliedes 1, die Coefficienten der andern Glieder ganze rationale 
Funktionen von u sind. 

Bemerkt man nämlich , dass auf der rechten Seite der Glei- 
chung (1) vermöge der im zwölften Abschnitte entwickelten Mul- 
tiplicationsformeln alle Faktoren als rationale Funktionen von 



SflC 



2cj») 



n 

ausdrückbar sind, daher auch der ganze Ausdruck v in der Form 



n t,( 2(ö\ 



2aJ 

*) Für die ungraden Vielfachen von ist dies unmittelbar ans 

n 

den für ^{nv\ und ^{nü\ gegebenen Multiplicationsformeln ersichtlich, 
da in diesen die Grössen ^iyi)<i^ ^{ji)z homogen vorkommen, also bei 

der Division deren Quotient in snc übergeht; für die graden Vielfachen 

2(ö 
von hingegen folgt die Richtigkeit der obigen Behauptung daraus, 

dass in den Formeln cn{nv) und dn{nu}y deren Quotient snc{nu) liefert, 
für ein grades « nur die Quadrate von snu enthalten sind, die sich wie- 
derum nach der Formel: 

1 — 8n* u _ 

z 1 — i~ = ^^<^ « 

1 — c* srr u 

rational durch snc^ u ausdrücken lassen. 
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sich darstellen lässt, wenn f eine rationale Funktion bedeutet, 
so werden sich, wenn 



fi 



2cöi 4cö| (n — 1) ciö| 



17, ^ u . snc — - . snc — - .... snc 

■ n n n 



H 



2(i5g 4<öi (n — 1) 02 



Vo = u . snc — - . snc — - .... snc 

^ n n n 



2cS 



^1 ^|^4■l (» — 1) ®^i 



t;,^j_i == M . snc — . 5/ic =- snc 

die allen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen entspre- 
chenden V bezeichnen, eben diese Grössen auch in die folgende 
Form setzen lassen: 

Vi=u flsnc — ^ ], v,^ = u fystic — ^1, — v„^i==u fisnc — ^^f- 

Beachtet man nun ferner, dass nach den Auseinander- 
setzungen des § 32 der Werth des v unverändert bleibt, wenn 
man in seinem allgemeinen Ausdrucke 

« 2mä 4mä (n — 1) mdS 

V = u . snc . snc snc 

n n n 

dem m irgend einen zu n relativ primen Werth beilegt, dass sich 
also für Vq die folgenden gleichbedeutenden Formen ergeben: 

n 2« 4(ö (n— 1)© 
Vo =u . snc — ^ . snc — ^ snc ^ 

^ 71 71 71 

4ü5 8(5 («—1)2(5 
v^ = M . snc — - . snc — ^ snc 



n n n 



v^=u .snc2[^-^) -f-snc4. \^-^y>- ..,.snc[n-l) [~^J -^-, 

so erhält man offenbar mit Beibehaltung der Bezeichnung der 
rationalen Funktion die nachfolgenden Gleichungen: 

.„+.=«Y(.«c?l-+i)w'/(,„c'^^+i)=...=„7(,„c-^"-'f'+') 
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oder wenn r eine positive ganze Zahl bedeutet: 



nr 

n 



-Ä2K-=f)j. 



Sy a 



worin s die Werthe 1, 2, ... -y-, a die Werlhe 1, 2, ... n + 1 
annimmt. ' " 

Wir wollen nunmehr zeigen, dass die Grössen 

2.9 o5„ 



n ' 

deren Anzahl — -— ist, nicht bloss um ganze Vielfache von Pe- 

rioden von einander verschieden sind. Denn, wäre dies der Fall, 
dann müssten, jenachdem die beiden in Frage kommenden Werthe 
des (o und s die folgenden sind : 

Wj = T — 16^1, (02 = T — 16^2' verbunden mit s^ und äj 
oder 

G)^ = T — 16^1, G>2 = 1, verbunden mit s^ und ^g, 
die Gleichungen statthaben: 

45^ i C'— 4. 165^ ^1 C= 4^2 / C — 4. 1652^2 C-{-4.np C+4ng i C 
oder 

4^1 2 C — 4 . 165i li C = 4^2 C + 4;2/? C + 4«g i C, 

aus denen folgen würde, dass 

«1 — ^2 und 5^ ^1 — «2 ^2 
oder 

5j und lö^i §1 — ^2 

durch n theilbar sind, was offenbar, da s^ und 52^-^—, §i und 
I2 < w — 1 sind, nicht angeht. Es sind somit alle durch die Form 

2*(ü^ 



n 

gegebenen Argumente der snc, wesentlich von einander verschie- 
dene Grössen, und da der Ausdruck 

snc 



\ n ) 



für alle ganzzahligen Gombinationen der m und m überhaupt 

nur — ^r— wesentlich von einander verschiedene Werthe annimmt, 
2 

die nian sich aus den Gombinationen 
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n—1 
m:l,2,3 --- m : 

m':0, + l, + 2, ...+ {^'^ m: 1,2,3,....^, 

entstanden denken kann, so wird sich die Grösse: • 

r \ r \ I r 

«1 +»^2 H f-v^^i 



nr 
U 



als eine rationale symmetrische Funktion der Ausdrücke 

/4 mC + 4 w' t C\ 
snc ( ' I 

\ ^ / 



darstellen lassen. 

Nun folgt aber einerseits leicht aus den Formeln des § 30*), 
dass, wenn n von der Form 4 v -f- 1, 



*) Zur Herleitung dei^ obigen Formeln will ich bemerken, dass, 

wenn für w = 4i; + ^ • 

amCA-^m iC\ 
snu = snc I 1 

ist, 

also auch 

sn {nu) = l 

wird, und wenn für « :^ 4v + 3: 

nmC + 4t m i C\ 
• snu = — snc l j 

ist, 

^ , 4:mC+4:niiC' 

n = — C H 

n 

also auch wieder 

sn (nu) = 1 

folgt. Es sind somit die auf den rechten Seiten der obigen Gleichungen 
befindlichen linearen Funktionen von sn u jedenfalls Faktoren der ans 
dem Aasdrucke für sn {nu) (§ 30) gebildeten Grösse 

1 — sn{nu). 

Nun kommen aber diese Faktoren, da das Differential von sn {nu) 
den Ausdruck . C7t (nu) in sich schliesst, welcher eben diese linearen 
Funktionen von snu enthält, vielfach vor, jeder von ihnen jedoch nur 

zweifach, da der Zähler vom n^*®" Grade und — - — solcher wesentlich 

von einander verschiedenen Faktoren bereits gefunden sind; wir erhal- 
ten daher, wie unmittelbar zu sehen, die oben festgestellte Form. 
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snu 



1 — sn {nu) = (1 — snu) 



und wenn n von der Form 4 v -f- 3, 



snu 



1 — sn (nu) = {!-{- snu) 



worin sich die Produkte über die oben näher bestimmten Werthe- 
combinationen von m und m erstrecken. 

Andererseits haben wir im. §29 für sn {nu) eine rationale 
Funktion von sn u gefunden, deren Goefficienten ganze Funktionen 
von c^ waren, und es wird sich somit für 

1 — sn {nu) 

eine rationale Punktion von sn u ergeben, deren Zähler von dem 

Faktor 

1 ^^ sn u 

abgesehen, das Quadrat einer ganzen rationalen Funktion von 
sn u bilden wird, deren Goefficienten sich wiederum, wie man 
leicht aus den dort aufgestellten Formeln ersieht, als rationale 
Funktionen von c^ darstellen. 

Aus der Identität dieser beiden Ausdrücke folgt nun , dass 
jede rationale symmetrische Funktion der Grössen 

sich als rationale Funktion von c^ ausdrücken lässt. 

Es ist somit nachgewiesen, dass für jedes ganzzahlige r der 
Ausdruck : 

sich als rationale Funktion von u darstellt und dass daher die 
Grössen 

^1» ^2' ^3» ^«+1 

oder nach § 32 

/t\ /t— 16\ /t— 2.16\ /t— (w— 1).16\ /2\ , . 



snc 



Fom: 

r -;- 1.. T — 1^ t — 1 -, r — 1 iif*^ »t ^> 

tf sind. 

Dies« Cäadniis inaiiii num öst znr TruiärM«iM»Mi v^ %«rji^ 
des wtmm » -eänt- P^rnDzalii »t xrf^incc Mf^AatordficIiiM^. 



;»7ttt 




u- 



Xac hta i vir &• Fmawr t« llold<B]Jr^:kitlHM^^Ml (ir Am 
Fall iiark»e«if»n, ^is§ ^fsr €r2»4 ^kr Trui$fMmMN« «m^ IVte- 
lahl ist, lörd «<> niAiilr ««■. ■■ diese Existeai fwr ffiAni iKÜe- 
bigco uupaareB Tnat^«rmitifms^jnd^ der keineii qwfedniKiarlMii 
Tbeiler bat, U^ixosUikm, eiaea Hötf^&atz Torjntsmscliickeii« d<rr 
sich mit den WerÜKS der ^-Fwiktioo für cii<3MunfttJX%$ettte 
TraDsformatiMieo iMsdudü«!. 

Im § 33 wurde nackgeniesen, dass die TV\iii$f<NrmMi<Nien. 
deren ^-Fimktioii den Werüi 

(1) ' c-^n 

anDimoit, dortfa jedes Transformaüoosschema Ton der Form 

darstellbar sind , worin die Grössen m und h im Tebrigen beliebig 
nur der Gleichnng genOgoi mnssten: 

mp — S2h= 1, 

und ebenso wird die Darstellung der Transformatk^nen « dor^^u 
9- Funktion den Werth 

hat, die folgende sein: 

V 2A, p, 

16^, + 161, p, m, y, + :ViÄ, I, ; * 

Wenn nt, und h^ nur der Bedingung unlorworfou werdou. d«iss 

mj p, — 32Ä, = 1 
ist 

KSnigsberger, Transf. 11 



J62 
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Wir wollen nun unter der Voraussetzung, dass p, q, p, , 5^, 
zu je zweien relativ prime ungrade Zahlen sind, untersuchen, 
welchen Werth die 9 -Funktion derjenigen Transformation an- 
nimmt, die aus der successiven Anwendung der beiden folgenden: 



yi 



p* 2h p 

I 16q+U^p mq + S2h^ 

hervorgeht. 

Da der durch die erste Transformalion erhaltene -Ö'-Modui t, 
sich in der Form: 

^1 2 Ä p T — (»i «7 + 32 Ä I) 

ergiebt, also der Ausdruck des 9- für die aus beiden resultirende 



Transformation folgendermassen lautet: 



/2\ I ^« '2h 



Ä p T - (m 9 + 32 Ä I) 



— 161 



0' 



-a)'( 






) 



2 k p q^x — ^, (»i ^ + 32 Ä I) 

so wird die Transformation, welche eben diesen Werth des 9 

von dem Faktor | — | abgesehen liefert, durch das Schema 

\PiJ 

p, p2^32ÄpSi 2h pq, j 

16 Pi{q + Pi) + 16 Si [mq + 32Ä g) ^, (m g + 32Ä Q [ 
darstellbar sein. 

Sucht man nun diese Transformation aus der successiveo 
Anwendung der beiden folgenden: 



PPi 
16x 




? 9\ 



tt 



ß 



worin 



aö — ßy=l 
ist, entstehen zu lassen oder mit der Transformalion: 

P Pi « PPiß 

16ar cc -]- q q^ y 16x ß -{- q qi ^ 

identisch zu machen, so werden, wenn dies möglich sein soll, 
die folgenden Gleichungen befriedigt sein müssen: 

pp, a = p, p2 _|_ S2hp ^^ 

PPi ß=^^P Q\ 
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. 16 a: « + y y, y = 16 p, (4- 4- /> I) + 16 ^t'(m S- + 32 Ä I) 

U X ß -\- q qi S = qi [m q -\- 32 h ^), 

woraus sich für a und ß die Ausdrücke ergeben: 

« = p + 32^i.^ (1) 

^ = 2 9, •^. • (2) 

während die Grössen x, y, ö den beiden Gleichungen genügen 
müssen i 

16xß'{'qq^d = q^{mq-}-S2h^) . . . (3) 
^ccö — ßy = l*) (4). 

4 

Um nun zu zeigen, dass man die Gleichungen (1), (2), (3), 
(4) in der That durch ganze Zahlen befriedigen kann, bestimme 
man das bei der ersten Transformation noch willkührlich geblie- 
bene h, welches nur der Gleichung 

mp — 32h=l . . . . . . (5) 

genügen musste, so, dass es durch p^ und q^ theilbar, mit q 
jedoch relativ prim ist. Und diese Bestimmung ist möglich; denn 
bezeichne Äq einen Werth des h aus Gleichung (5), so werden 
alle Werthe in der Form 

enthalten sein, wenn v eine beliebige ganze Zahl bedeutet, und 
setzt man sodann 

Hq -^ V .p^w . Pi qi, 

80 ist, da p mit p^ q^ der Voraussetzung nach keinen gemein- 
samen Theiler hat, das w stets bestimmbar, und es werden so- 
mit, wenn einer dieser Werthe mit Wq bezeichnet wird, die Werthe 
des h durch den Ausdruck 

{rVo + f' P) Pi q\ 

darstellbar sein, worin f eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 
Gesetzt nun, es wäre w^ nicht selbst schon relativ prim zu q. 



•) Die Qleichung ad — |3 y = 1 ergiebt sich , wenn man die dritte 
der vier Qleichnngen mit (3, die vierte mit a multiplicirt und von 
einander abzieht, so dassr sie mit (3) verbunden für die dritte und 
vierte der obigen Gleichungen eintreten kann. 

11* 
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SO wird sich jedenfalls nach dem arithmetischen Hülfssatze des 
§21 ein f so bestimmen lassen, dass 

^o + Z'P zu ^ 

relativ print ist, da p mit q keinen gemeinsamen Theiler hat, 
und es wird dann das so bestimmte 

Ä = K + /'p)Pi^i 

den drei oben aufgestellten Bedingungen genügen. 

Nach diesen Bestimmungen ist aus (1) und (2) crsichtiicb, 
dass a 'eine ungrade, ^ eine grade ganze Zahl wird. 

Was ferner die Gleichung (3) angeht, die mit Hülfe des 
vorher gefundenen Werlhes von j8 die Form annimmt 

32-^.a: + ^ .^ = »1^ + 32Ä^. . ... (6) 

so wird diese, da — mit q keinen gemeinsamen Theiler hat, stets 

auflösbar und die allgemeine Form der sich hieraus ergebenden 
Auflösungen die folgende sein: 

d = (/ + 32 w - 

wenn u eine beliebige ganze Zahl vorstellt; es wird sich nun- 
mehr darum handeln, das u und ;; so zu bestimmen, dass der 

Gleichung 

a J — |8y= 1 

genügt wird. 

Setzt man die oben gefundenen Wcrthe von J und /3 in 
diese Gleichung ein, so erhält man: 

32 a — . M — 2^4 — . y = 1 — ad 
oder 

16«M-^,y = i^^ (7) 

2.— 
V\ 

und es wird daher, da ^, der Voraussetzung nach in — auig^eht» 
also zu 
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relativ prim ist, die Bcsümmung der Grössen u und y möglich 
sein, wenn nachgewiesen werden kann, dass die Grösse 

1 — ad 
Pi 

eine ganze Zahl isl. Da aber d und arj Lösungen von (6) sind, 
so besteht die GFeichung: 

k 



oder wegen 



32 -- . o;, + ^ . rf = m (7 + 32h ^ 



m 



1 + i\2h 



die Beziehung: 



32px^~ = q(l-pd) + 32Ä (q + pj), 



und daher 



Iß p Xi = q ' 



_ 1 —pd 



+ 16(7 + p|)/>i. 



Pi 



woraus ersichtlich, dass, weil — zu 5' relativ prim ist, 

i—pd ' 

2A 

eine ganze Zahl ist. Da aber endlich: 

1 — ad= 1 —pd~32 ^, d~, 

Pi 

so folgt hieraus , dass auch 1 — ad durch 2 — theilbar ist. 

Pi 

Es ist somit gezeigt, dass sich aus den vorgelegten Glei- 
chungen (1), (2), (3), (4) die Grössen a, ß, y, 6, x als ganze 
Zahlen bestimmen lassen und zwar a und ö als ungrade, ß und y 
als grade Zahlen, von denen die letztere als Multiplum von 16, 
wie aus den obigen Gleichungen unmittelbar hervorgeht. 

Bezeichnet man nun den der Transformation 

P Pi 

16 a; qq^ 

entsprechenden O- Modul mit t', so wird das 9 der aus eben 
dieser und der linearen 

« ß 

y ö 
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zusammengesetzten Transformation, deren Transformalionszahlen 
die eben angegebenen Eigenschaften haben, nach den Formeln 
des § 11 folgendermassen lauten: 

oder da y ^ (mod. 16) und a ^p (mod. 32), 

K'f^)-(l)-'-->-(7)K'-^'i^')' 

und es nimmt somit das (p der Transformation, welche aus den- 
jenigen beiden zusammengesetzt ist, deren 9 -Funktionen durch 
die Werthe: 

(?) - C-^-*) • (I) - i^^^) 

dargestellt werden, die Form an: 

\P PiJ \ 9 *7i / 

worin das x aus den § und ^^ nach den eben aufgestellten Glei- 
chungen zu bestimmen ist. 

§ 36. Existenz einer Modulargleichung, wenn der Grad 
der Transformation n eine beliebige ungrade Zahl ohne 

quadratische Theiler ist. 

Mit Hülfe dieses Satzes von der Zusammensetzung der 9-Funk- 
lionen werden wir im Stande sein, die Existenz einer Modular- 
gleichung für einen beliebigen unpaaren Transformationsgrad ohne 
quadratische Theiler nachzuweisen. 

Sei nämlich p eine Primzahl und die zu dem Transformations- 
grade p gehörige Modulargleichung /> -f- 1*°" Grades: 

w^' + Ci w'' + C^ rv""' -i ^Cpw + Cj^i = 0, (1) 

deren Lösungen nach § 34, wenn 

mp — S2k=l 
gesetzt wird, durch die Grössen: 

" (~^0 ' ( p ) " (^ ^) = " (- wf^O 

dargestellt sind, so erhält man, wenn auf jede dieser Lösungen 
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gämmtliche durch die folgenden Schemata repräsenlirle Trans- 
formationen 



in denen 



1 

16 1' q 



q^ 2Ä' q 

16 m 



m q — 32Ä' = 1 

und q eine Primzahl ist, angewendet werden, für die 9, welche 
aus der Zusammensetzung dieser Transformationen mit allen den 
obigen Lösungen entsprechenden gleichgestalteten Transformationen 
hervorgehen, die folgende Gleichung: 

in der B^^ B^ ^^+1 rationale Funktionen von w sind und w 

eine jede der Lösungen der Gleichung (1) bedeutet. £liminirt 
man nun zwischen den Gleichungen (1) und (2) die Grösse w, 
indem man, wenn 

die Lösungen der Gleichung (1), und 

X^i , /^2 » • • • ^g+l 

die der Lösung Wa entsprechenden CoefOcienten der Gleichung (2) 
bezeichnen, das folgende Produkt bildet: 

.... [,*+> + ß(H-i) ,^ + ... + 5<r*-') „ + B^^] = 0. 
so wird die resultirende Gleichung: 

in der die Grössen 

A^f ^2* .... A(p^i) {q-\-l) 

als symmetrische rationale Funktionen der w rationale Funktionen 
von u bedeuten, nach dem vorigen Paragraphen die Lösungen: 

haben, in denen ^j der Reihe nach die VVerthe 0, 1, 2 ... pq — 1 

I2 0, 1, 2 ... q-^1 

^3 0, 1, 2 ... p—1 

annimmt. 
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Da nun aber diese Grössen nach § 33 mit den durch den 
Ausdruck 



n 2(5 4(5 

V = u , snc — . snc — 



snc 



pq 



pq 



{pq — \)ä 
pq 



(4) 



gegebenen Werthen für alle die w übereinstimmen, welche den 
(p+l)(^+l) Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 



1 







P 







Q 







pq 





16^1 


pq 




161, 


^ 




I6I3 


p 




0- 


1 



entsprechen, so folgt, dass für einen Transformationsgrad, der 
aus dem Produkte zweier ungleicher Trinizs^hlen besteht, eine 
Modulargleichung vom [p-\-l)[q-\-lY'''' Qr^^G existh't, deren Lö- 
sungen durch den Ausdruck (4) oder die Grössen (or) dargestellt 
werden. 

Schliesst man in derselben Weise weiter, indem man euie 
dritte, vierte Primzahl u. s. w. zu Hülfe nimmt und wieder den 
die Zusammensetzung der q> • Funktionen betreffenden Satz des 
vorigen § anwendet, so gelangt man zu dem Resultate, dass 
einem beliebigen unpaaren Transformationsgrade ohne quadratische 
Theiler : 

fl = p q r ,»,, t, 

worin/?, q, r, .... / verschiedene Primzahlen bedeuten , eine Mo- 
diüargleichung vom Grade 

entspricht von der Form: 



/ + C, v^-' + C, v^-' + 



+ C, v-\- C,+t = 0. (5) 



in der 



1 > 2 • • • • ^f > ^1^-4-1 



rationale Funktionen von u, und deren Lösungen dargestellt wer- 
den durch: ^ 



V 



n 2d5 4(5 

u . snc — . snc — 



snc 



(n — 1) eö 



n 



n 



n 



worin cö der Reihe nach die den einzelnen Repräsentanten ent- 
sprechenden, oben näher definirten Werthe annimmt, oder durch 



(v) - C-T^*) 
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n 



worin für / ein jeder Divisor von «, t' = — , und für ^ eine 

jede Zahl ans der Reihe 

0, 1, 2, ... /'— 1 
zu setzen ist. 



§ 37. Bestimmung des letzten Gliedes der Modular- 

gleichung. 

Nachdem die Existenz der Modulargleichungen für einen be- 
liebigen nnpaarcn Transformationsgrad (ohne quadratische Theiler) 
nachgewiesen und deren Lösungen in doppelter Form dargestellt 
worden, gehen wir dazu über, die Eigenschaften dieser Glei- 
chungen zu untersuchen und beginnen mit der Ilerleitung des 
von dem transformirlen Modul freien Gliedes derselben. 

Der Einfachheit der Darstellung wegen behandeln wir diese 
Frage zuerst für den Fall, dass der Grad der Transformation v, 
eine Primzahl ist, dass somit, wenn 

rationale Funktionen von u bedeuten, die Modulargleichung in 
der Form: 

darstellbar ist, deren Lösungen nach dem Früheren durch 

V = q> (j~^-~^ "»Hl V = (^l^ cp {v^ r) 
oder durch 

1', 2eö 4fö (vi — 1) üö 

V = u , snc . snc snc - - 

V, Vi Vi 

sich ausdrücken lassen, wenn 

« = T — 16§ und = 1 , (ä = 2 C (o 

gesetzt werden. 

Da nun c^ das i^rodukt aller Lösungen v darstellt, also 
durch den Ausdruck bestimmt wird: 

in dem nach den früheren Auseinandersetzungen dem m und tn 
lUe folgenden Werlhecombinationen zuertheill werden: 



170 Dreizehnter Abschnitt. 

m : 1, 2, 3, ^ — m : 

w' : 0, + 1, + 2, .... + ^^i^ m' : 1, 2, .... ^^^-^, 

ausserdem aber nach den für die Multiplication n)it ungraden 
Multiplicatoren gefundenen Formeln des § 30 die Beziehung 
statthat: 

n "- (— tr-) - ± (i^ - ± ©'"'• 

so ergiebt sich: 

worin e die positive oder negative Einheit bedeuten und u == j/c 
mit dem Zeichen genommen werden soll, wie es durch die ein- 
deutige Funktion q> (r) deßnirt ist. 

Es wird sich nunmehr um die Bestimmung der Grösse € 
in dem Ausdrucke von c^^+i handeln. Da man c^^+i auch durch 
die Produkte der zu den Repräsentanten der nicht äquivalenten 
Klassen gehörigen 9) -Funktionen in der Form: 

oder, indem man die Werthe für <p (t) einführt, durch: 

2jii 
___ ^ , 2m — ___. ^ , 2m(vi-l) . — 

TJ i+« 9^1 Yl ^+" ^ "^^ 

V .^ 2m-l ?^ '"* ' *m-^ ._^ (2.«^l)(n-l) ?^' 

ausdrücken kann, in Folge der Beziehung 

Cv^J^l == s u ^ 

aber auch die Gleichung statthat: 



im~l 



1+9 



Die Theorie der Modulargleichungen der ellipt. Fuuktionen. 171 

SO ergiebt sich durch Division dieser beiden Ausdrucke: 

2»» o , .. 2w 

1+a g *'i 



(m^^n^^ n 



(2m-l)n-*- ■* ^ , "^^^^—^ *'"*'., (2»i--l)(v,-l) ^^'^ ^^ 



m 



^ 14-g 1+y n i+a q »1 

Da nun diese Gleichung eine für jedes u identische sein 
muss, so folgt, indem man u, also auch q sehr klein werden 
lässt (für welche Annahme sich die Produkte sämnitlich der Ein- 
heit nähern), dass 

ist, und wir erhalten somit für den Werth des letzten Coeffi- 
clenten der zu einer Transformation von einem Primzahlgrade 
gehörigen Modulargleichung: 



.+1 - (I;) « 



Bestimmen wir nunmehr diesen Coefflcienten auch für Mo- 
dulargleichungen, welche einem beliebigen unpaaren Transforma- 
tionsgrade ohne quadratische Theiler entsprechen. 

Sei 



n = v^ . ^2» 



wo V, und V2 zwei verschiedene Primzahlen bedeuten, so ist die 
zu n gehörige Modulargleichung da^ oben in bestimmter Weise 
deQnirte Eliminationsresultat aus den beiden zu den Primzahlen 
V| und V2 gehörigen Modulargleichungen: 

/'■^^ + Cj /' -| h ^n «^ + c^+i = 

in denen c, , Cj ... c^^+i rationale Funktionen von u, c/, c'2 ... 
c\^i eben solche von y vorstellen, oder mit Benutzung der vor- 
her gefundenen Werlhe 

-*-(v,)«'*. «■* - (i) »■'*■ 

die Gleichung: 



172 Dreizehnter Abschnitt. 

in welcher t;, , Vj • • • ^'i+i *^'® ^i + ^ Lösungen der zur Trans- 
formation des v/^ Grades gehörigen Modulargleichung vorstellen. 
Das von m freie Glied dieser Gleichung ist somit: 

(1)'* [.,..,... „„+,]'* _ (ly* (i-)-*' . .".«'"^- 

_ (n+i) (»'H-D 

Stellt man ferner mit der Gleichung 

^(n+n (i'.H-i) _^ ^ ^(y,+i) (»',+1) ^ Q 

die zu dem von Vj und v.^ verschiedenen Primzahlgrade v^ ge- 
hörige Modulargleichung zusammen, so ergiebt die £liminatiofl: 

['-•+' + - + (i) -.■■'+•] ['•■'+' + - + © «.) (^w-i)] =0- 

also für das von t freie Glied der Gleichung: 

/ 2 \(v.+i) (".+!) r "In+i (,,,+1) (v,-|-i) (v,+i) 

( v^ • I '^» • ^2 • • • W(n+i) {»'...+1)1 = „^ '-^ ' ^ '-^ ' ^ '^ \ 

u. s. w. 

Für den zusammengesetzten Grad n lautet somit, wenn 

gesetzt wird, und Vj, Vj ... v^ verschiedene Primzahlen bedeuten, 
das letzte Glied der Modulargleichung: 

während, wenn n eine Primzahl ist, dasselbe durch: 

1+1 



ausgedrückt ist*). 



©«' 



•) Um den Grund jenes wesentlichen Unterschiedes zwischen dem 
Ausdrucke des letzten Gliedes der Modulargleichung für Transforma- 
tionen zusammengesetzten Grades und demselben Ausdrucke für Trans— 
formationen von einem Primzahlgrade zu erkennen, ist es nur nöthi^^ 
das Produkt sämmtlicher Wurzeln der Modulargleichung durch die 
qp'Funktionen darzustellen. Sei z. B. 7z= v^.v^^ so sind nach dem Obiges 
die Lösungen der zugehörigen Modulargleichung des (vi+l)(v2'4~l)*'^' 
Grades durch die Ausdrücke gegeben: 

2\ /»'2T\ /2\ /v^r— 16\ /2\ /Vjir— (v,— l)m • 



Ö<f> (v>(^>-<7>( 



•»x 
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§ 38. Ueber die Vertauschung von u und v in der 

Modulargleichung. 

Bevor wir die Eigenschaften der Coefficienten der Modular- 
gleichung weiter verfolgen, wird es nölhig'sein, eine Frage zu 
erörtern, welche die Vertauscbung der Grössen u und v in der 
Modulargleichung zum Gegenstande hat. 

Ist nämlich t der primäre -O"- Modul, also 9> (r)^ der ent- 
sprechende Werlh von ]/c , so werden sich die Wurzeln der Mo- 
dulargleichung, wenn man dieselbe jetzt als eine Gleichung in 
]/c und j/k auffasst, in der Form 

yk=(p (^ — ^— j 

darstellen lassen, welche den einzelnen durch das Schema 

t 

16 § r 

dargestellten Transformationen zugehört, in denen t ein Divisor 
von «, /' = — , und | die Zahlen 0, 1, 2 .,. ^' — 1 bedeutet. 

Legen wir jedoch als Quadratwurzel aus dem primären In- 
tegralmodul den Werth 

zu Grunde, so soll gezeigt werden, dass es in der That zu jedem 
solchen j/k immer wieder einen Repräsentanten der nicht äqui- 



und es wird in dem Produkte aller dieser Grössen das Produkt der 
Legendre' sehen Zeichen 

sein, während sich die Produkte der g)- Funktionen, wie man sich nach 
der am Anfange dieses § angewandten Methode leicht überzeugt, auf 

,/i'i+l) (»'0+1) 

rediiciren. 

Ebenso wird für n = v^ , v^ * v^ 

(2 \ / 2 \*'» / 2 \V2 • 2 s^i /2>J'i^3/2\VtV3 /2Y'i*'2_ 
^iVivJ \VivJ \VivJ KvivJ \vj Xv^J \vj 



u. 



w. 
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valenten Klassen desselben Transformationsgrades glebt, welcher 
diesen Werlh in 

umformt, dass also die Modulargleichung unverändert bleibt, wenn 
man j/k und j/c^ mit einander vertauscht. Wendet man näm- 
lich auf den jetzt primären «d*- Modul 

< T — 16 I 

' = — r — 

die scbon früher besprochene, der folgenden: 

t 

16 5 t' 

supplementäre Transformation 

t' 

16 x t 
an, so ergiebt sich, wenn man x so wählt, dass 

^ + I = P • < *) » 
und p eine ganze Zahl ist, als zugehöriger «d-- Modul: 

Tj = —^ = T + 16 p; 

es ist somit die entsprechende Quadratwurzel aus dem Integral- 
modul: 

9) (t + 16 p)2 == q> (t)2 = l/d. 

Nachdem nunmehr gezeigt worden, dass eine Vertauschung 
von j/c^ und j/k oder von u^ und v^ keine Veränderung der 
Modulargleichung hervorbringt, wollen wir untersuchen, wie es 
sich mit der Modulargleichung hei einer Vertauschung der Grössen 
u und V an sich verhält oder anders ausgedrückt, wie die Grösse 
e, welche die positive oder negative Einheit bedeuten soll, zu 
wählen ist, damit die Modulargleichung, wenn v statt u und eu 
statt V gesetzt wird, unverändert bleibt. 

Da wir diese Untersuchung nur für eine der Lösungen der 
Modulargleichung durchzuführen brauchen, so betrachte ich die zu 

u = q> (t) 



*i 



^) Ist 5 <'. so wird man x=t — | , und ist S > / = A: / + li » wo 
^i <^i ist, so wird man oo = t — ^j wählen. 
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gehörige Wurzel q> ( — ) , welche der Transformation 

1 

n 

entspricht. Setzt man also statt der Grösse u die Grösse 



V = <P (1) 



so wird sich, wenn man jetzt die Transformation 

n 

1 

anwendet, die ebenfalls ein Repräsentant der nicht äquivalenten 
Klassen für denselben Transformationsgrad ist, für die Lösung der 
neuen Modulargleichung, welche, da sie für denselben Trans- 
formationsgrad gilt, genau die Form der früheren haben muss, 

(i)K-^)-(^)""-(i)" ■ 

ergeben, und wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Die Modulargleichung bleibt unverändert, wenn v statt u und 
(1) « stau . gesetzt wird. 

Aus dieser Eigenschaft lässt sich unmittelbar eine wichtige 
Folgerung für die Coeflicienten der Modulargleichung ableiten. 

Wenn wir diese nämlich in die Form setzen: 

C^ v" + C, v"-^ + + C^^iv±Cyu'' = 0, 

worin 

1 ' 2 * * * ^v— 1 » ^v 

ganze rationale Funktionen von u bedeuten *), so werden die 

CoefGcienten keine höheren Potenzen von u enthalten dürfen, als 

die v^^, da die Modulargleichung nach dem eben ausgesprochenen 

Satze für eine Vertauschung von u und v unverändert bleibt, und 

höhere Potenzen von v als die v^^ in derselben nicht vorkommen. 

t^a dies aber auch für das von v freie Glied 



^^ O^ ist der kleinste gemeinsame Dividims der Nenner der frühe- 
-?oefficienten der Modulargleichung. 



X76 Dreizehnter Abschnitt. 

gilt, so folgt, dass Cy eine Constante ist, und dass somit die 
Moduiargleichuug, welche zum Transformationsgrade n gehört, 
sich in der Form: 

/ 4- C^ /-^ + C^ /-2 + ... _|_ (7,_i ?; + M^ = 

I 

darstellen lässt, in der 

ganze Funktionen von u bedeuten. 

§ 39. Ueber die auf die Grössen u und v der Modular- 
gleichung zugleich ausgeübten linearen Transformationen. 

Wir wollen nunmehr die Veränderungen untersuchen, welche 
die Modulargleichung erleidet, wenn auf u und v zugleich die- 
selbe lineare Transformation ausgeübt wird und zwar werden wir 
uns nach früheren Auseinandersetzungen nur mit den linearen 
Transformationen zu beschäftigen brauchen, welche c 



- und in //l — c^ 



m 

c 

verwandeln, da air die andern sich aus successiver Anwendung 
dieser beiden zusammensetzen lassen. 

Sei X der -O"- Modul des gegebenen Integrales und die Modular- 
gleichung aufgestellt, welche zu dem unpaaren Transformations- 
grade n gehört, der keine quadratischen Theiler enthält, so werden, 
wenn auf den primären Modul x diejenige lineare Transformation 
ausgeübt wird, welche 

w in — , also x in i— 7 — > 
u i + T 

verwandelt, die Lösungen der Modulargleichung, welche von der 

Gestalt 



(7) ^ (-7-) 



waren, nunmehr lauten: 



(7) " \^ 1 ; = (7) ^ (— T+TT— ) • 

worin tt' = n ist. 

Ich will zeigen, dass man diese 9 -Funktion, von dem Faktor 



*) S. Formel III des § 11.^ 
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ZU der aus 



I — j abgesehen, als das 9? betrachten kann, welches 

den beiden Transformationen 

u a ß 

16 a: w' y ö 

zusammengesetzten Transformation gehört, worin 

ad — j5y=l, uu = n, 

und die Grössen cc,ß,y^ö,a:,u,u noch näher zu bestimmen sind. 

Soll nämlich für die, aus diesen beiden zusammengesetzte 
Transformation, die durch das Schema 

ua uß 

IQxcc -f- uy Ißxß -|- ud 

repräsentirt ist, die 9) -Funktion, welche den Werth hat: 

/16 a; a + uy — iicux\ 
^ \ßut— 16a;ß~^~ud) * 

mit der obigen 9 -Funktion, von dem Faktor (-) abgesehen, 

identisch werden, so ergeben sich zur Bestimmung der Trans- 
formationszahlen die folgenden Beziehungen: 

— au = t — 165 

\Qxci -|- w'y = — 16^ 

ßu = t' 

— Uxß — u8 = {, 

oder es sind a und ß durch die Gleichungen gegeben: 

aM = 16| — t, ßu = t\ 

während y und d durch die Ausdrucke bestimmt sind: 

16 I 16a;(16| — 






u 



uu 



j. t Uxt 

u u u 

Fur's Erste überzeugt man sich leicht, dass 

ad — ßy = 1 
ist, da 

if z= uu = w, 

und es wird somit die durch das Schema 

a ß 

y d 

Königs beiger, Transf. 



12 
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repräsentirte Transformation eine lineare sein; es bleibt daher 
nur noch zu zeigen, dass sich a, ß, y, ö als ganze Zahlen so 
bestimmen lassen, dass sie den oben aufgestellten Gleichungen 
genügen. 

Wählt man nun für u den grössten gemeinsamen Tlieiler 
zwischen den beiden Zahlen 

16§ ~ t und f, 

so sind dadurch ce und ß als ganze Zahlen gegeben; sodann folgt: 

/ n^ 

u 

Da sich ferner die Bestimmungsgleichung für ö: 

8uu -^ \^xt = — /'w , 
weil 

u u . 

ist, in die Form: 

dt -|- 16a: = -— u 

setzen läss(., so lauten, weil t eine ungrade Zafhl ist, sämmtliche 
Auflösungssysteme dieser Gleichung, wenn eins derselben mit x^ 
und d bezeichnet wird: 

X =^ x^ -{- m . t 
S = d — m , 16, 

worin m eine beUebige ganze Zahl bedeutet. 

Nun ist: 



= _ 16 riüL+jEilMjTi)] 



n 

und es wird daher nooh nachzuweisen sein, dass in den eben 
gefundenen Formen für x und d die ganze Zahl m so gewählt 
werden kann, dass für eia ganzzahliges s: 

!«.+ £t'(16J — t) = ns 
ist. 

Setzt man nämlich den oben gefundenen Werth 

X = Xi -\- mt 

in diese Gleichung ein, so erhält man: 

|m + {mt + x^) (16| — t) = ns 
oder 

ns — i (16^ — t)m==^u + x^ (16^ — t), 

und hieraus folgt, da 
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dt -f- Ißar, = — u 
ist, 

Uns — lQt(lß^ — t) m= 16gM — (16^ — t) {dt -\- u) 

= — dt (16§ ^ t) + tu 
oder 

Ufs— 16 (16^ — /) m = [— rf (16^— t) + tt]: 

Nun ist aber u der Annahme nach der grösste gemeinsame 

Theiler zwischen 

161 — ^ und t" 
und ausserdem 

16a:, = -- w — dt; 

es nimmt daher die letzte Gleichung die Form an: 

_L 1 6g — / M — rf(16§ — < ) 

5 tu — — .- , 

M U 16Z£ 

worin 

?i — rf (16S — /) 
16m 

eine ganze Zahl, und die beiden ganzen Zahlen 

^ 16g — < 

u ' u 

zu einander relativ prim sind. 

Da diese Gleichung auflösbar ist, so existirt somit ein ganz- 
zahliges m, welches die oben gestellten Bedingungen befriedigt, 
ein ganzzahliges durch 16 theilbares y, sowie Kr cc, ß, d ganze 
ungradzahlige Werthe liefert. 

Bezeichnet man nunmehr mit r den «d-- Modul, welcher aus 
dem primären r durch Anwendung derjenigen Transformation ent- 
standen ist, welche zum Schema den Repräsentanten der nicht 

äquivalenten Klassen 

u 

16. T u 

hat, so lautet das (p, welches der aus dieser und der linearen 
Substitution zusammengesetzten Transformation entspricht: 

f y-ct x\ _ /2\ _!_*) _ / 2 \ 1 

"Pyßt'^d) — \a) q>{T) — n6S-< J^17)' 

Da sich nun die durch: 



*) 8. Formel III des § 11. 

1^* 
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dargestellte Lösung der Modulargleichung durch Substitution von 
statt T, wie eben gezeigt wurde, in 



l + T 






verwandelt, und 



also: 



ist, so wird jede der Lösungen der Modulargleichung in einen 
Ausdruck von der Form: 

d. h. in den reciproken Werth einer andern Wurzel der Modular- 
gleichung übergehen.*^) Dieser Satz kann auch in folgender Weise 
ausgesprochen werden: 

Setzt man in der Modulargleichung — statt u, — statt v, so 

bleibt sie unverändert. 

Untersuchen wir nun die zweite fundamentale Transformation 
ersten Grades, für welche sich 

f/7 in f^f also t in 

verwandelt, wenn wir uns die beiden Grössen ^^ und ^c^ durch 
die eindeutigen Funktionen 

q> (t) und ij) (t) 

definirt denken, so wird die Wurzel der Modulargleichung 

(t) <P (--7-^) 
durch diese Substitution in 



*) Die Lösung, in welche sie übergeht, ist durch die oben auf- 
gestellten Formeln bestimmt. 
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(t) <P {—^) 



Übergehen^ und es soll nunmehr wiederum nachgewiesen werden, 
dass ein anderer Repräsentant der nicht äquivalenten Klassen 
mit einer linearen Transformation zusammengesetzt: 

u j a ß 

IQx u \ y ö 

von dem Faktor |y J abgesehen, denselben Werth des g> liefert. 

Da die 9 -Funktion der aus diesen beiden zusammengesetzten 

Transformation 

\ uce uß 

I 16xcc -\- uy Ißxß -f- m'^ 
den folgenden Werth hat: 



(16a; a -j- uy — u<xt\ 
ußt ~ 16xß - u8) ' 



so werden sich, um diese beiden Ausdrücke des q> zu ideuti- 
ficiren, die folgenden ßedingungsgleichungen ergeben: 

uu = 165 
Ißica -\- uy = — t 

uß = t 
Wxß + ud = 0.. 

Sei nun u der grösste gemeinschaftliche Theiler zwischen 
16 5 und f, so sind u, cc, ß, und zwar a als eine durch 16 theil- 
bare, ß als eine ungrade Zahl bestimmt. 

Ferner folgt für d: 

16a:- + m'^ = 0, 

oder da: 

uu = ti' = n 
ist, 

16a: + /d = 0. 

Da sich nun hieraus 

x = mtt ö =s — 16m 

ergiebt, worin m eine beliebige ganze Zahl bedeutet, so bestimmt 
sich ö als eine durch 16 theilbare Zahl, wenn m so gewählt 
wird, dass es der Bedingungsgleichung für y genügt. Diese Glei- 
chung lautet nun: 
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l&mt • — - + mV = — ^ 
oder 

und ist, da u der grösste gemeinsame Theiler zwischen t' und § 
ist, stets auflösbar; sie liefert für y eine ungrade Zahl. 
Üa nun, wie unmittelbar zu sehen, 

aö — ßy= 1, 
so wird, wenn man 

uT — 16a? 

? = T, 

u ^ 

setzt, die Lösung der Modulargleichung 



übergehen in 



(I) . (^-y) 



/2\ /— «+16|t\ /2\ /Ißxa + u'y — uarS 

=(i)»(^^)=(i)a)*w) 



Es ist aber 



also: 



= (!) (I) * C-^:^) 

V) V») ^ (-u-16»«|) = (v) ' 



und daher: 

die Wurzel der Modulargleichung nimmt 'somit die Form an: 

(1) (I) " (^-) - (7) * i'^^) ■ 

geht also bis auf das Zeichen in die 1^- Funktion für einen andern 
Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen über. Es folgt 

hieraus, dass, wenn man in der Modulargleichung j/T^ statt j/c^ 

und j/lc[ statt j/k setzt, dieselbe unverändert bleibt 



♦\ Ä 



) S. Formel II des § 11. 
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Hiernach ist erwiesen, dass, wenn man in der Modularglei-' 

11 '' 

cbung die Grössen c und k durch — , -r oder q, Atj ersetzt, 

dieselbe unverändert bleibt, d^ss daher, da sämmtliche lineare 
Transformationen sich aus der Zusammensetzung dieser beiden 
Fundamentaltransformationen herleiten lassen, die Modulargleichung 
ihre Form nicht ändert, wenn man für c einen durch eine lineare 
Substitution aus diesem hergeleiteten, für k den durch dieselbe 
lineare Transformation hervorgegangenen Modul setzt. 

§ 40. Entwickelung der Modulargleichung für einen belie- 
bigen unpaaren Transformationsgrad ohne quadratischen 

Theiler. 

Um nunmehr für jeden beliebigen unpaaren Transformations- 
grad ohne quadratischen Theiler die Modulargleichung wirklich 
herzustellen, wollen wir auf die Untersuchung der allgemeinen 
Form der Coefficienten 

in der Gleichung 

näher eingehen, in welcher, wenn man 

^ n = Vj 1^2 • • • ^^ 

setzte, V durch den Ausdruck 

v={v, + \)[v^-[-\)....[v^+\) 
definirt war. 

Betrachtet man die zu der Transformation 

« 

1 

gehörige Lösung v von der Form 



(I) f («^) 



und setzt für diese sowohl als auch für u die durch die ein- 
deutigen F'unktionen von r gegebenen Ausdrucke: 

V = {^\ j/2 f/i" [(1 + q^") (1 + q*") . . . .f (1 - q«) (1 -?=>») .... 
u=l/2f/q [(1 + q^} (1 + q*) ...-Y (1 - q) [1 - q') .... 

in die Modulargleichung ein, so wird die höchste Potenz von v» 
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nämlich die v^^, in Bezug auf die Grösse q die Irrationalität 

|/^, das von v freie Glied w" die Irrationalität yq'*' enthalten; 

und da 

nv^ V (mod. 8) *) 

ist, so wird, wenn man die aus Potenzen von q zusammenge- 

sets^te Gleichung durch |/^ dividirt, die Irrationalität in Bezug 
auf q aus der Gleichung verschwinden müssen. 

Betrachtet man nun einen der Theile des Coefficienten C^-p, 
welcher mit w^ multiplicirt ist, z. B. m"*, so wird offenbar, da 
die in Bezug auf q im Posten u"* v^ auftretende Irrationalität 

ist, und daher nach der oben gemachten Bemerkung die Congruenz 

m -^- np ^ V (mod. 8) 
statthaben muss, der Coefßcient C^-p^ die Form haben 

Cr-p = M"* («0 + «1 W^ + «2 '^^^ H )> 

worin m durch die obige Congruenz bestimmt ist. 

Die Modulargleichung für einen beliebigen unpaaren Traiis- 
formationsgrad (ohne quadratische Theiler) lautet somit: 

1 

wenn die Grössen m^, mj, ••• Wy-i durch die folgenden Con- 
gruenzeu deßnirt sind: 

m^ + w (v — 1) ^ V (mod. 8) 
^2 + ^ (^ — 2) ^ V (mod. 8) 



my-i -{- n , 1 ^ V (mod. 8). 

Ist nun aber die allgemeine Form der Coefßcienten der Modular- 
gleichung bestimmt, so ist es leicht, für einen beliebigen un- 
paaren Transformationsgrad die Coefficienten selbst zu fmden, also 
die zugehörige Modulargleichung wirklich herzustellen. Da nämlich 



*) Denn wenn n eine Primzahl Vi ist, so ist klar, dass 

(^, + 1) (v, - 1) = (mod. 8) ; 
ist 

n = V, v^ ^3 . . . , 
so folgt unmittelbar, dass: 

(n - 1) {v^ + 1) (1/2 + 1) („3 + 1) . . . h: (mod. 8) 
ist. 
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= /2yq (l—q-\-2q^ — 3q^ + 4.q' ), 

SO ergeben sieb durch successive Potenzirung dieser Gleichung: 
u. s. w. ; ebenso 

V = {^\ ]/2 y^ [\ ~ qn J\^ 2^2n _ 3^311 _|_ 4^4« ) 

t;2 = y^l y^i (1 _ ^« _j_ 2^2n _ 3^3« _j_ 4^4« _ . . . .)2 

u. s. w. 

Setzt man nun diese Reihenentwickelungen in die Nodular- 
gleicbung ein, wobei die * Irrationalitäten in Bezug auf g, wie 
vorher gezeigt worden, herausfallen, so werden wir, indem die all- 
gemeine Form der Coefficienten bereits bestimmt ist und höhere 
Potenzen von u als die v^^ in der Gleichung nicht vorkommen 
dürfen, nur so viel Glieder in den unendlichen Reihen zu ent- 
vdckeln brauchen, als die Anzahl der zu bestimmenden Grössen 
ÜQy a^, ... &o, h^, ... n^t Hl ... erfordert, um dieselben dadurch, 
dass man die einzelnen Coefficienten der Potenzen von q ver- 
schwinden lässt, zu bestimmen. Will man z. B. die Modular- 
gleichung für die Transformation dritten Grades aufstellen, so 
vrerden drei Zahlen m^, m^, m^ durch die Congruenzen zu be- 
stimmen sein: 

w, + 3 . 3 = 4 (mod. 8) 

m^ + 3 . 2 = 4 (mod. 8) 

W3 + 3 . 1 = 4 (mod. 8), 

und es wird somit die Form der zugehörigen Modulargleichung, 
da höhere Potenzen von u als die vierte in derselben nicht vor- 
kommen dürfen, folgendermassen lauten: 

Setzt man nun die obigen Reihenentwickelungen für u und 
V und deren Potenzen in diese Gleichung ein, so ergiebt sich: 

4^(1— 4^3 — 4g<5+...) — 8ao^(l— 3^3_9^6^ ...)(!__ 3^_9^2_|_...) 

— 26o(l-^»+2^6+...)(l— ^+2|7*^-...)— 4(1— 4y-4^2+..)=0, 
und hieraus für a^^ und b^ die beiden Beziehungen: 
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26„ = — 4, 4 — 8ao + 26« + 16 ^ 0. 
also 

«0 = 2, 6o = — 2. 

Die Müdulargleichung , welche zur Transformatioo dritten 
Grades gehört, ist daher die folgende: 

V^ — U^ - 2 UV (1 — M2t;2) = 0. 

Ebenso findet man die Modulargleichungen für die Trans- 
formationen 5'®", 7^«" und ll^ß" Grades*) 

v^ — u^ — 4uv (1 — u^v^) + öu^v'^ (v^ — u^) = 0, 
vs _ 8,^7^7 _|_ 28wS« — bßu^v^ + lOu^v^ — b6u^v^ + 2Su'^v'^ 

— Suv + M» = 

oder 

(1 — M») (1 _ yS) = (1 _ UV)\ 

und 

^t2^^3^ii(22_32M*^) + 44MSiö+22Mt;ni + 4MS) + 165w4t;8 
+ 132u'^v^ + 441/^!;« (1 — m») — 132M*t;^ — 165M»t;» 
— 22M3t;3(4+w8)— 44m«w2 — Mt;(32— 22 m»)'— M«2=0, 
oder 

(t^ — m)^i (v + w) + 44 w^ v« (v* — u^) (1 — M*) (1 — v^) 
— 32mi; (1 + M^ö) (1^— v^ö) — 22mv (1 + w^) (i _ y2j >< 

Schliesslich will ich noch die Formen dieser vier Modular- 
gleichungen anführen, wenn man 

u = ycj V = }/k 

in die obigen Gleichungen einfuhrt: 

yTk + j/c^ Ä:, = 1 , 



*) Ich hebe grade diese Modulargleichungen wegen ihrer Wichtig- 
keit in der Algebra henror. 
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§ 41. neber die Irreductibilität der Modulargleichungen.*) 

Ich beende die UntersuchuDgen , welclie die Theorie der Mo- 
dulargleichungen betreffen , mit einem Beweise der Irreductibilität 
derselben für einen beliebigen unpaaren Transformationsgrad. 

Da für u = q> (rj^nach der vorausgegangenen Theorie sänmil* 
liehe Lösungen der Modulargleichung in der Form 

darstellbar sind, die Modulargleichung also die Gestalt hat: 

^|9'W'(!)9'(^— )i=0 (1) 

worin F eine ganze Funktion, t der Reihe nach alle Divisoren 

von n, dem Grade der Transformation, bedeutet, <' = — , und 

dem ^ zu jedem f nach einander die Werthe 0, 1, 2, ... <' — 1 
beigelegt werden, so würde, wenn wir annehmen, die Gleichung 
(1) sei nicht irreductibel, eine Gleichung von niedrigerem Grade 
existiren , deren Coefßcienten ebenfalls ganze rationale Funktionen 
von u oder 99 (r) wären, und die mindestens eine Lösung von 
der Form: 

mit der Modulargleichung gemein hat. Sei nun diese Gleichung: 

f{<p{-).{j)<p(-^^))=o. . . : (2) 

worin wiederum S ein Divisor von n, ö' = -j, a: < d' ist, so 
wird, wenn an Stelle der willkürlichen Grösse r der Ausdruck: 

T+16r 

gesetzt und zu gleicher Zeil beachtet wird, dass die 9) -Funktion 
sich nicht ändert, wenn das Argument um ein Multiplum von 16 
vermehrt wird, die Gleichung (2) in 



*) Der folgende Beweis verdankt seine Entstehung der Bemer- 
kung des Herrn Kroneker, dass sich die Irreductibilität der Modular. 
gleichungen für einen Transformationsgrad, der eine Primzahl ist, 
durch Vermehrung der x um ganze Zahlen nachweisen lässt. 
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Übergehen. Da sich nun r so bestimmen lässt, dass 

X — r^ ^ li (mod. d'), 

worin %^ eine beliebig gegebene ganze Zahl < S ist, so sieht 
man, dass die Gleichung (2) jeden Ausdruck von der Form: 

\j) ^ \—Y—) 
zur Lösung haben muss, also auch die Wurzel 

mit der Modulargleichung gemein hat; es besteht somit die Glei- 
chung: 

/- (<P W . (I) 9» (^)) = .... (3). 

Ich will nunmehr zeigen, dass es eine lineare Substitution 
für t: 

T -\- SZ 

giebt, für welche 

rq — p5 = 1, 

r und q ungrade, p und s grade Zahlen sind (von denen die erste 
durch 16 theilbar), und so beschaffen, dass 

(I) -^ (¥) '■" «^ (ji) = '^ (^) 

übergeführt wird. 

■»« 

Da nämlich die dem Werthe 

entsprechende Transformation nach Früherem die folgende ist: 

16^' m^ !' 

worin 

md — 32Ä=1, 

also die entsprechende ^-Funktion dieser Transformation dar- 
gestellt wird durch: 



/ I6<y^ — d» T\ 
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SO wird diese durch Einrfihrung der oben angegebenen Knearen 
Transformation in 

16 #'_#«. P+i:! 

r -\- s t 
r -j- s t 




Übergehen, also wenn sie mit 



<i) 



identisch werden soll, die folgenden Bestimmungsgleichungen nach 

sich ziehen: 

— ö^q-{-lQsö' = l 

2 k ö q — m d' s = 
2höp-^mö- r = n/ 

oder mit Benutzung von m ö — 32ä = 1^ 

(4) . . . . 6 q = — m p = — 16 d' . . . . (6) 

(5) . . . . sö'= — 2k r = — (^2 (7). 

Da ferner 

ist, so wird es nur darauf ankommen, m und h so zu wählen, 
dass q und s ganze Zahlen werden, oder das6, da die Glei- 
chungen (4) und (5) sich auch in die Form setzen lassen: 

8 q = — m 16 5 d' = 1 — ?» d, 

die Congruenzen statthaben: 

m = (mod. d) \ —m8 = (mod. 16 8'). 

Setzt man nun m=öy, so geht die zweite Congruenz über in: 

1 —d'^y=16ö' z, 

welche Gleichung, da d^ und Iß ö' unter einander relativ prim 
sind, sich stets befriedigen lässt; es sei 

worin X eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 

Nun folgt ferner aus m ö — 32h = 1 : 

m = (i -{- 32 g, 
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worin g wieder eine beliebige ganze Zahl irorstellen soll, und es 
muss daher zwischen g und X die Beziehung statthaben: 

111,4- 32 ^ = ^9? + 16 dd'k = dri-\-Unl. I 

Da aber 

_ 1 + 32^1 _ 1 — 16 ^' £ 
ft— ^ * 'n— ^2 

ist, wenn h^ den zu (i gehörigen Werth von h, i den zu vi ge- 
hörigen Werth von z bezeichnet, so wird 

also ^ — ö 71 eine durch 16 theilbare ganze Zaiil sein. Daraus 
folgt, dass die Gleichung 

^ — 8^=l^nk — Z2g 

sich auflösen lässt, oder dass zwei ganze Zahlen X und g so be- 
stimmbar sind, dass 

m ^ (mod. ö) 1 — m (J ^ (mod. ö') 

»1(^ — 32 Ä= 1, 

also q und « ganze Zahlen werden. Es sind somit q und r un- 
grade, p und 5 grade ganze Zahlen, von denen die erste durch 16 
theilbar ist. 

Die Gleichung 



^(w.), (}).©) -0 



geht nun durch die Substitution 

r -\- s z 

für T in die folgende über: 

da aber vermöge der Beschaffenheit der Zahlen p, q, r, s 

K^^') - (7) "'" "•'• 

oder, weil 
ist, 
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wird, so nimint unsere Gleichung die Form an: 

f(cp(r), 9,(-^))=0 (8). 

Ich will nun ferner nachweisen, dass diese Gleichung, da 
sie die Wurzel 

hat, auch die Grösse 

/2\ /tx — lßxX 

(t) ^ (-^-) 

oder was nach dem Früheren genügend ist, 

(t)^(^)- 

worin i t' = n ist, zur Lösung haben rauss. 

Macht man nämlich in Gleichmig (8) für x wieder die Sub- 
stitution: 

r -^ s t 

so wird, da 

— in «^ ^ ^ 



n nr -\- nsx 

Übergeht, die Bedingung dafür^ dass dieser Ausdruck mit 

16 t' — i^T 

2htT — Vit' ' 

worin 

w / — 32Ä = 1 

ist, identisch sein soll, die folgenden Bestimmungsgleichungen für 
die Grössen p, q, r, s nach sich ziehen: 

/? == 16 r wr = — mt' 

^ = — f ns==2k t 
oder 

tn m' ^1 ^ 2Ä 

p=16t, q = — t\ r = j, ^^^Y* 

wofür in der That 

r q — ps =i mt — 32 Ä = 1 
ist. 

Da nun 

m mt — 1 

^ = — T' ^"""167" 
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ist, SO werden, damit r und s ganze Zahlen sind, die Gleichungen 

m = t py mt — 1 = 16 t' z, 
oder da 

m == (i -{- 32 g, 
die Beziehungen 

fi-[-S2g = ty, t'^y — l = lQt'z 

statthaben müssen. 

Da aber fi zu 16 t' relativ prim ist, so folgt 

also : 

(i-\- 32^= tri -{- 16 nw, 

und da, wenn h^ den zu (i gehörigen Werth von h, i den dem 
ri entsprechenden Werth von z bezeichnet: 



^_l + 32Ä,^ ^2^-1= 16 r^ 



so ist: 



32 Ä, — 16^'g 

f* — ^^ = — —^ -> 

also: 

fi — ^ 1? ^ (mpd. 16) , 

und daher die Gleichung: 

fi — t ri = 16 niv — 32g 

auflösbar: es lässt sich also m stets so bestimmen, dass r und s 
ganze Zahlen werden. 

Wir erhalten daher die Gleichung 

ri^i^l (4)^(^))-« 

oder da 

ist, 

also nach dem Obigen auch: 

und finden somit, dass, wenn eine Gleichung mit der Modular- 
gleichung eine Wurzel von der Form: 

/2\ /dT — 16g\ 
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gemein hat, ihr auch die andere von der Forni 



f{¥r) 



zugehört und ferner, wenn sie durch diese befriedigt wird, die- 
selbe auch alle durch den Ausdruck 



/ 2 \ // r — 16 a;\ 

(t) 'p (— — ) 



dargestellten Grössen zu Wurzeln, daher sämmtliche Lösungen 
mit der Modulargleichung gemein bat, da dies die allgemeine 
Form der 97- Funktion für die Repräsentanten aller nicht äquiva- 
lenten Systeme war. Es ist daher jede zu einem beliebigen un- 
paaren Transformationsgrade (ohne quadratische Theiler) gehörige 
Modulargleichung irreductibel. 
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Vierzehnter Abschnitt. 

Entwickelung einer Differentialgleicliung 

dritter Ordnung zwischen den trans- 

formirten Integralmoduln. 



§ 42. Herleitimg von Differentialgleichungen für den iSCul- 
tiplicator a der Transformation und die transformirten 

Integralmoduln. 

Wir fügen am Schlüsse noch einige Differentialgleichungen 
hinzu, die zwischen dem Multiplicator a der Transformation und 
den transformirten Integralmoduln sowie zwischen diesen Moduln 
selbst bestehen. 

Wenn 

_iC' '_iK' 

gesetzt wird, so sind mit Hülfe bekannter Formeln von Le-< 
gendre*) die Differentialien der -O-- Moduln in folgender Weise 
ausdrückbar: 

d r = —TZ :n-^ d X == 



und man erhält somit; 

dz* _ cil — c^)dk C^ ^ 
dz Ar(l— A«) de' K^' 

Da nun, wenn x' den nach der früheren Definition aus x 
transformirten '8*- Modul bedeutet, die Beziehung statthat: 

(«1 T — b^ t' = ^0 — «0 ^» 

*) Die Differentialgleichungen für C und C' lauten: 
o(l-c')^+(l-3o.)|| = cC 
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SO ergiebt sich zwischen den Differentialien der «d*- Moduln noch 
die folgende Gleichung: 

oder: 

dt a, T — 6t («1 T — 6i) (ßo + «1 ^'j « ' 

wenn 

gesetzt wird, und da ferner nach den Relationen des §4: 



a 



oder 



so folgt: 





c 






K 


(IqK 


+ 


ß, lA" 


«0 


+ «!»' 


/»2 




Ä« 






(l 


K + «1 ^ 


')2 





rfr' C2 



dz 

und daher durch Vergleichung mit dem vorher für -t— erhaltenen 
Ausdrucke die Beziehung: 

1 c{1i—c^)dk, 

nd^ k (1 — k^) d c 

oder ' 

., 1 Ä:(l — A;«)rfc 
^* — — — . — i . 

n c (1 — c*) dk 

Mit Hülfe dieses Ausdruckes für den Multiplicator der Trans- 
formation werden wir unmittelbar zu der zwischen dem ursprüng- 
lichen und dem transformirten Integralmodul bestehenden Differen- 
tialgleichung dritter Ordnung gelangen. 

Da nämlich die oben angeführte Differentialgleichung für K: 
k {i-k') J^ + (1-3 k^)!L^-kir=0 

den Ausdruck 

m K -{- m i K\ 

worin m und m' beliebige ganze Zahlen bedeuten, zum allgemei- 
nen Integrale hat, und aus §4 

— = (u K + «1 f K' 

a Uli 

hervorgeht, so wird auch für — = 6 die Grösse hC ein Integral 
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dieser DiiTerentialgleichung sein, d. h. es wird die Gleichung 
statthaben : 



oder 



+ c[A:(l-A:^)J^+(l-3A^)^-/r6]=0 



(«) . . bC 



k h 



+ — ^¥-^- = 0. 



dk 

Diese Gleichung geht nun mit Berücksichtigung der oben 
gefundenen Relation: 

h'i — n g(^-^')^^ 
^ ~^ k{l-'k*)dc* 

welche: 

dk dk dk 

de dk' 

oder, da die Differentialgleichung zweiter Ordnung, welcher 6^ ge- 
nügt, sich in die Form setzen lässt: 

<(---J) ^ ^ (, _ ,3) g ^ (1 _3 ,.) ^ ^ , ^, 
die Beziehung 

äk ='**''^Tk' 

liefert, in die folgende über: 

Substituirt man endlich hierin den oben für h gefundenen 
Werth, so erhält man die Differentialgleichung dritter Ordnung: 

'iidc .d^ k — dk .d^ c) — ^[{dcd'^kf—[dkd'^ cf\ 



• 

f 



.^t. 



